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RESUMEN 
Título: Análisis numérico mesomecánico del hormigón bajo cargas que producen 
cambios de dirección de la fisuración 
Autor: Luis Puiggrós Parayre 
Tutores: Ignacio Carol Vilarasau, Carlos López Garello y Mariana Rodríguez 
Palabras clave: Fractura en hormigón, Análisis mesomecánico, Elemento junta 
Dentro del grupo de investigación de la ETSECCPB-UPC, se ha venido desarrollando 
desde hace más de 15 años una metodología para el análisis mesomecánico de 
materiales heterogéneos, en especial para hormigón. La modelización (2D o 3D) 
consiste en discretizar la estructura interna del hormigón mediante piezas irregulares 
que representan los áridos de mayor tamaño, rodeadas por una matriz representativa del 
comportamiento del mortero y los áridos de menor tamaño. Dentro de la malla se 
incluyen elementos junta sin espesor, equipados con leyes constitutivas no lineales que 
representan el comportamiento de la fisuración, distribuidos a lo largo de todos los 
contactos entre elementos árido-mortero (interfase) y entre algunos de los contactos de 
elementos de la matriz. Este modelo ha sido largamente contrastado en la simulación 
numérica de diversos tipos de ensayos mecánicos tanto a nivel 2D como 3D para 
distintas situaciones de carga, tales como tracción y compresión uniaxial, biaxial, 
ensayo brasileño, etc. y posteriormente extendido a otros fenómenos acoplados más 
complejos como la retracción por secado, el ataque sulfático o las altas temperaturas. 
Sin embargo, se presentan fenómenos particulares y complejos del comportamiento del 
hormigón en los que los ensayos experimentales son muy costosos o no resultan 
factibles de ser realizados con las actuales técnicas disponibles. En particular, el estudio 
de los fenómenos de fractura rotativa según el test teórico propuesto por Willam et al. 
(1987), en el cual se impone un proceso de carga que produce una continua rotación de 
las direcciones principales de tensión y deformación. Este test es habitualmente 
utilizado para comparar modelos constitutivos anisótropos, si bien dadas sus 
características no existen resultados experimentales. 
En esta tesina se analiza el comportamiento mecánico del hormigón bajo un estado de 
cargas que generan cambios de dirección de las tensiones y deformaciones principales, 
y en consecuencia de la fisuración. Para ello se emplea el modelo mesoestructural 
comentado antes, sometido al estado de deformaciones impuestas propuesto en el Test 
de Willam. Se presentan diversos resultados de la evolución de las tensiones, así como 
la variación continua de las direcciones principales a lo largo del ensayo. Como 
consecuencia, la dirección de fisuración activa va continuamente rotando hasta un valor 
asintótico, siguiendo el cambio de dirección de las tensiones principales, a la vez que 
los anteriores estados de fisuración entran en descarga. Se han realizado varias 
simulaciones diferentes del mismo test sobre una misma malla de elementos finitos para 
poder comparar entre sí sus comportamientos, y posteriormente contrastarlas con 
diferentes resultados obtenidos por otros autores sobre el mismo test. 
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ABSTRACT 
Title: Mesomechanical analysis of concrete under loading that generates rotation of 
cracking 
Author: Luis Puiggrós Parayre 
Tutors: Ignacio Carol Vilarasau, Carlos López Garello y Mariana Rodríguez 
Key words: Fracture in concrete, Meso-mechanical  analysis, Interface element. 
During the last decade, the group of Mechanics of Materials UPC (ETSECCPB-UPC), 
has developed and applied a methodology for the meso-mechanical analysis of 
heterogeneous materials, particularly concrete. The material meso-structure (2D or 3D) 
is discretized using irregular polygons or polyhedra representing the aggregate pieces, 
which are surrounded by a matrix representing the behaviour of mortar and smaller 
aggregates. The possibility of cracking is included using zero-thickness interface 
elements equipped with fracture-based constitutive models, which are inserted in 
between aggregates and mortar, and across the mortar, in order to generate all potential 
fracture mechanisms. This model has become widely used to verify and compare some 
various types of mechanic numerical simulation tests in 2D and 3D under different 
loading conditions such as uniaxial tensile and compression tests, biaxial, Brazilian test, 
etc. and later extended to other complex coupled phenomena such as drying shrinkage 
test, sulphate attack or high temperature. 
However, there are particularly complex loading situations for which experiments are 
not technically feasible or too expensive. One common example is the rotation of 
principal stresses after first cracking, which may lead to crack closure and opening of 
secondary cracks with different orientation. This type of loading scenario prompted the 
theoretical test proposed by Willam et al. (1987), in which strain is prescribed to the 
material in two steps: a first uniaxial tension step is then followed by a second step with 
increasing biaxial strain under continuous axial rotation. The Willam Test has been 
often used in the literature to test and compare anisotropic constitutive models, although 
the comparison is purely numerical since no experimental results are currently available. 
In this thesis, the Willam Test is reproduced numerically using the meso-mechanical 
model described above. A numerical sample of material is subject on its boundaries to 
the average strains of the test, leading to complex cracking patterns and evolution. An 
inner control perimeter in the sample is used to evaluate the average stress tensor 
components and the rotation of principal axes. The trends observed basically confirm 
previous results obtained with continuum-based anisotropic constitutive models. 
Some different simulations of the test have been done in the same finite element mesh 
to compare the behaviour themselves and with the results of different authors of the 
same test. 
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MEMORIA 
1. INTRODUCCIÓN 
1.1 Presentación 
Por lo general, en la modelización del hormigón se supone que el material es 
homogéneo y su estructura interna se mantiene continua a lo largo de todo un proceso 
de carga. Sin embargo, el hormigón es un material compuesto que presenta una 
heterogeneidad de su estructura interna a un nivel mesoescala, la cual influye de manera 
decisiva en su respuesta mecánica. Esta heterogeneidad se debe, por un lado, a una 
composición caracterizada fundamentalmente por dos fases volumétricas: una estructura 
granular formada por los áridos de mayor tamaño y una matriz que rodea a la fase 
anterior, constituida por la pasta de cemento, arena y los restantes áridos gruesos de 
menor tamaño. Por otro lado, existe una tercera fase prácticamente de tipo superficial en 
el nivel de escala que estamos considerando formada por los contactos entre las fases 
árido y matriz, zona de mayor debilidad en la que se concentran la mayor parte de los 
defectos y la porosidad del material. 
El contenido de esta tesina se enmarca dentro del comportamiento mecánico de 
materiales cuasi-frágiles, específicamente el hormigón. Se lleva a cabo un análisis 
numérico a un nivel de observación mesoscópico, en el cual el material no se trata como 
un continuo homogéneo, sino que se tiene en cuenta su naturaleza interna heterogénea. 
Este tipo de modelos que reflejan propiedades más intrínsecas del material (en este caso 
el hormigón), tienen como misión contribuir a entender el comportamiento 
macroscópico del material a partir de conceptos fundamentales que se cumplen en la 
meso-escala. Además, y con el fin de lograr un comportamiento más realista, se 
introduce en el análisis conceptos y parámetros de la teoría de la mecánica de fractura 
no lineal (NLFM).  
1.2 Motivación 
El hormigón es uno de los materiales más utilizados en el campo de la construcción y en 
la ingeniería civil y por tanto uno de los más estudiados. A pesar de ello existen todavía 
diversos aspectos por investigar sobre su comportamiento mecánico. 
Existen aspectos complejos de su comportamiento, cuya necesaria contrastación por 
medios experimentales resulta muy costosa o poco factible de ser realizada. Los 
modelos numéricos, una vez validados, permiten sustituir o complementar los costosos 
ensayos experimentales. Ello puede ser de gran utilidad frente a ensayos convencionales 
debido sobre todo al ahorro económico y de tiempo, así como a la posibilidad de 
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extender el número de registro de medidas. Además, la simulación numérica puede ser 
la única forma de obtener resultados en casos en los que los ensayos experimentales no 
son factibles de ser realizados con las técnicas disponibles actualmente, 
En particular, en Willam et al. (1987), se propone un test teórico, que en este trabajo 
denominaremos en adelante Test de Willam, en el cual se impone un proceso de carga 
que produce una continua rotación de las direcciones principales de tensión y 
deformación. Este test consiste en aplicar en una muestra elemental 2D bajo 
condiciones de tensión plana, las siguientes dos etapas de carga en control de 
desplazamientos: la primera fase consiste en una tracción uniaxial y la segunda en una 
tracción biaxial junto con una carga de corte que dan lugar a una rotación de la 
dirección de la fisuración y de las tensiones principales dentro del material. 
En esta tesina se analiza el Test de Willam mediante un modelo mesomecánico del 
hormigón que ha sido desarrollado dentro del grupo de investigación de la ETSECCPB-
UPC. Este modelo ha sido largamente contrastado en la simulación numérica de 
diversos tipos de ensayos mecánicos tanto a nivel 2D como 3D para distintas 
situaciones de carga, tales como tracción y compresión uniaxial, biaxial, ensayo 
brasileño, etc. (López et al., 2008; Caballero et al., 2006, 2007), posteriormente 
extendido a otros fenómenos acoplados más complejos como son la retracción por 
secado, el ataque sulfático o las altas temperaturas (Idiart et al., 2011; Rodríguez et al., 
2011). 
1.3 Objetivos 
El principal objetivo de este estudio es la aplicación de un modelo meso-estructural 
desarrollado íntegramente dentro del grupo de investigación de la ETSECCPB-UPC, en 
el análisis del comportamiento del hormigón cuando éste se ve sometido a un estado de 
carga tal que produce una continua rotación de las direcciones principales de tensiones y 
deformaciones. Para ello se toma como referencia el Test de Willam, que corresponde a 
un test teórico que será explicado en detalle en el apartado 2.6 del capítulo 2.  
A fin de estudiar la influencia de la heterogeneidad y la anisotropía propias del 
hormigón sobre el estado tensional y la fisuración, se han realizado varias simulaciones 
diferentes del mismo test sobre una misma malla de elementos finitos para poder 
comparar entre sí sus comportamientos, y posteriormente contrastarlas con diferentes 
resultados obtenidos por otros autores sobre el mismo test.  
Así mismo este trabajo servirá para profundizar y seguir verificando el modelo 
numérico propuesto, que está siempre en continua evolución.  
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1.4 Metodología 
Para llevar a cabo el Test de Willam, se utiliza un modelo meso-mecánico del hormigón, 
que se ha venido desarrollando y mejorando durante los últimos 15 años dentro del 
grupo de investigación de la ETSECCPB-UPC, inicialmente en 2D y posteriormente en 
3D, donde se representan explícitamente los diferentes componentes de la estructura 
interna del material. De tal forma, se generan mallas en las que se representan los áridos 
de mayor tamaño rodeados de una matriz representativa tanto del mortero como de los 
áridos de menor tamaño, y las interfases que existen entre los áridos y la matriz, que 
tienen un espesor nulo. Para crear la geometría de la malla utilizada en la simulación se 
sigue un procedimiento aleatorio basado en la teoría de Voronoi/Delaunay. 
Seguidamente esta geometría se discretiza en elementos triangulares para analizar la 
malla resultante por el Método de los Elementos Finitos (MEF). Se agregan elementos 
junta de espesor nulo entre elementos triangulares de árido y matriz (interfase árido-
mortero) y dentro de la misma matriz en direcciones predeterminadas que representan 
los caminos potenciales de fisuración. Al medio continuo (elementos triangulares de 
matriz y áridos) se le asigna un comportamiento elástico. La no linealidad del sistema 
viene dada por los elementos junta, cuya ley constitutiva no lineal está basada en la 
plasticidad y la Mecánica de Fractura, con reblandecimiento por trabajo disipado en 
procesos de fractura, formulada en términos de tensiones y desplazamientos relativos 
entre sus caras (Carol y Prat, 1990; Carol et al., 1997; López, 1999; López, et al., 2008). 
Además, se ha creado un marco interno de elementos junta de espesor nulo en la zona 
central de la malla a los que se le asigna un comportamiento elástico lineal con altos 
valores de módulos normal y tangencial para que no interfiera en el problema y así 
poder cuantificar las tensiones en el mismo. La principal ventaja de haber creado este 
marco interno es que no existe ninguna condición de contorno sobre el mismo que 
pueda interferir en los resultados. 
Los distintos casos analizados se realizaron sobre una misma malla de elementos finitos 
y tienen los mismos datos de entrada (parámetros del material). Únicamente cambiará la 
dirección de carga en las dos fases del Test de Willam. 
1.5 Contenido 
Esta tesina se compone de 6 capítulos. 
El primer capítulo es la Introducción de la tesina donde se comentan las características 
de la misma, los componentes y los objetivos que se pretenden alcanzar. Se realiza una 
breve descripción para adaptarse al ambiente donde figura esta investigación. 
En el segundo capítulo se realiza un camino explicativo y de exposición de las 
características básicas y fundamentales del comportamiento del hormigón en referencia 
a los objetivos planteados. Por ello se reseñan brevemente las teorías y métodos en los 
que se sustentan el modelo y los conceptos utilizados. 
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En el capítulo 3 se expone el modelo numérico utilizado así como la ley constitutiva que 
se utilizará en los elementos junta. También se introduce el programa informático 
utilizado, denominado DRAC. 
En el cuarto capítulo se presentan los casos analizados, los parámetros empleados y se 
comenta el procedimiento de análisis de los resultados obtenidos. También se comentan 
las singularidades de cada caso diferente y los distintos programas utilizados para 
analizar los resultados. 
En el capítulo 5 se presentan los resultados que se han obtenido para los distintos casos. 
Se interpretan mediante figuras y gráficas que se comentan detenidamente. También se 
desarrolla una comparativa entre los distintos casos realizados en esta tesina y con otros 
resultados obtenidos por diferentes autores del Test de Willam. 
El capítulo 6 incluye las conclusiones extraídas de este estudio y sus resultados. 
Por último, se incorpora una lista de referencias bibliográficas. 
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2. ASPECTOS BÁSICOS DEL COMPORTAMIENTO MECÁNICO Y LA 
MODELIZACIÓN DEL HORMIGÓN 
2.1 Introducción 
En este capítulo se introducen los aspectos principales del comportamiento mecánico 
del hormigón y de los modelos de análisis de dicho comportamiento, que se relacionan 
de forma más directa con el trabajo desarrollado en esta tesina.  
En primer lugar, se presentan algunos aspectos básicos del tema referidos a los niveles 
de análisis del material y las características de un material cuasifrágil. A continuación, 
se presentan resumidamente las teorías y modelizaciones de la fisuración, seguido de 
una descripción general del análisis meso-estructural que incluye el resumen de algunos 
de los modelos principales que han sido propuestos para este nivel de análisis. 
Finalmente, se describe el Test de Willam, un test teórico ampliamente utilizado para 
verificar y comparar diversos modelos constitutivos de fisuración y daño, que se emplea 
en las simulaciones numéricas de esta tesina 
2.2 Niveles de observación en el hormigón. Análisis multi-escala 
El hormigón es un material heterogéneo constituido por diferentes fases y componentes 
en su estructura interna cuyas características varían según la escala de observación que 
se analice. Dentro de los materiales cuasifrágiles como el hormigón, Wittmann (1983) 
propuso dividir el análisis en tres niveles de observación: microscópico, mesoscópico y 
macroscópico como se muestra en la figura 2.1. 
Habitualmente el hormigón había sido descrito en una escala macroscópica en el que se 
consideraba el material como homogéneo siendo útil para, por ejemplo, el diseño de 
estructuras. En el otro extremo, se considera el nivel microscópico donde se presenta la 
estructura interna de la pasta de cemento, interfases árido-mortero, etc. Este nivel se 
utiliza para analizar los procesos químicos que sufre el hormigón. Wittmann (1983) 
introdujo el nivel mesoscópico, que es varios órdenes de magnitud mayor que el 
microscópico y varios menor que el macroscópico. A este nivel el hormigón está 
representado por partículas de diferentes tamaños rodeadas por una matriz porosa. En el 
contacto entre ambas fases existe una zona de transición o interfase que permite la 
interacción entre ellas, siendo ésta la zona más débil del compuesto.  
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                 nivel microscópico                     nivel intermedio                         nivel macroscópico 
Figura 2.1: Niveles de análisis según Wittmann (1983) 
 
2.3 Material cuasifrágil 
Se denomina material cuasifrágil a un grupo de materiales como el hormigón, hielo, 
materiales cerámicos, etc., que presentan un comportamiento mecánico similar. A pesar 
de tener una composición diferente presentan una heterogeneidad común de su 
estructura interna a un nivel de mesoescala (figura 2.1) que influye considerablemente 
en el comportamiento observado a un nivel macroscópico. También influye en el 
comportamiento el tipo de cargas que actúan y el tamaño del elemento o estructura. El 
comportamiento cuasifrágil clásico se produce cuando las dimensiones de la estructura 
son del mismo orden de magnitud que el tamaño característico de la heterogeneidad 
(Van Mier, 1997) y en el caso específico del hormigón, cuya estructura interna 
heterogénea es del orden de magnitud de centímetros, el comportamiento cuasifrágil se 
presenta en la mayoría de aplicaciones. 
La heterogeneidad del hormigón a nivel mesoescala se produce por la composición 
bifásica formada por áridos, generalmente de tamaño de pocos centímetros, embebidos 
en una matriz formada por la pasta de cemento, arena y áridos gruesos de menor tamaño 
que se denominará, por comodidad, como mortero. Si bien, realmente se utiliza este 
término para la matriz formada por la pasta de cemento y arena. La interfase entre 
áridos y matriz será el tercer elemento propio de la heterogeneidad del material a este 
nivel, siendo la zona más débil al presentar generalmente la menor resistencia del 
compuesto. 
En un ensayo de una probeta a tracción bajo deformación controlada (Karihaloo, 1995) 
el comportamiento de los materiales cuasifrágiles presenta tres fases características. 
Durante la primera fase y para un rango bajo de desplazamientos se comportan de forma 
aproximadamente elástica (Punto A de la figura 2.2). En una segunda fase, a partir del 
punto A, empiezan a crecer los defectos y microporos del material desarrollándose 
microfisuras distribuidas uniformemente que provocan una degradación progresiva de 
sus propiedades mecánicas y un comportamiento no lineal que se acentúa con el 
aumento de carga. En la última fase se alcanza un cierto valor de máxima resistencia 
(Punto B de la figura 2.2) y se produce un proceso llamado reblandecimiento o 
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“softening”, es decir, una disminución gradual de la resistencia mecánica frente a 
incrementos controlados de deformación (zona B-D de la figura 2.2). 
El softening se observa a macroescala pero proviene básicamente de una serie de 
procesos debidos a la heterogeneidad y a la estructura interna del material considerado a 
nivel mesoestructural. En algún punto cercano a la carga de pico las microfisuras 
situadas en una banda se conectan entre sí formando macrofisuras en las que se 
concentra la mayor parte de la deformación al mismo tiempo que las microfisuras fuera 
de esas bandas entran en régimen de descarga. Es un fenómeno altamente localizado, 
con discontinuidad en el campo de deformaciones (separación en bloques de la muestra 
material). La rama de reblandecimiento B-D presenta casi siempre dos tramos 
diferenciados en los que influye notablemente la heterogeneidad. La primera zona, B-C, 
es de pendiente más pronunciada y corresponde a la formación de la macrofisura debida 
a la coalescencia de las microfisuras. Por otro lado, en el tramo C-D el cambio de 
pendiente y la existencia de una posible resistencia final o residual se deben a la 
trabazón y puentes de fisuración entre áridos y a efectos de fricción (Karihaloo, 1995; 
Van Mier, 1997). En los materiales cuasifrágiles la fisuración no presenta un frente 
único y liso, sino una superficie sinuosa, ramificada y rugosa. 
 
Figura 2.2: Comportamiento característico de materiales cuasifrágiles en un ensayo de tracción uniaxial 
con deformación controlada (Karihaloo et al., 1993). 
Un sólido continuo y homogéneo tiene las mismas propiedades en cada uno de sus 
puntos. Bajo un estado de cargas el comportamiento en cada punto puede determinarse 
mediante una relación tensión-deformación (-) única e independiente de la forma y 
tamaño del cuerpo. Por consiguiente, se considera que la relación tensión-deformación 
es una propiedad material. 
Como se ha comentado, la rama de reblandecimiento del hormigón se produce como 
consecuencia de la coalescencia de microfisuras que forman una macrofisura en las que 
se concentra la mayor parte de la deformación. El diferente comportamiento entre 
puntos situados dentro y fuera de la zona de localización hace que el concepto de 
tensión-deformación clásico pierda sentido puesto que depende del tamaño de la 
muestra y de la ubicación y longitud de la base de medición. Debido a ello, para 
materiales heterogéneos suelen emplearse los términos de tensiones y deformaciones 
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nominales a fin de especificar que dichos valores corresponden a valores promedios 
sobre el total de la muestra.  
Aunque se suelen emplear leyes constitutivas - para modelar el softening 
(denominadas leyes constitutivas con “strain-softening”), la teoría de medio continuo no 
parece el marco teórico adecuado y la respuesta no es una ley única y universal que 
pueda considerarse propiedad del material. La discontinuidad hace que el 
comportamiento dependa del tamaño de la estructura y esté determinado por una 
combinación de ambos procesos, el localizado y el continuo.  
Por ello, aunque las condiciones de borde han condicionado la discusión, actualmente 
parece generalizada la consideración del softening del hormigón como una propiedad 
estructural (Van Mier, 1997; Vonk, 1992). 
Por todo ello, la mejor manera para interpretar desde un punto de vista físico los 
fenómenos de localización que dan lugar al softening parece ser considerar el marco 
teórico proporcionado por la teoría de la Mecánica de Fractura, que estudia el 
comportamiento y propagación de las fisuras y que se detalla en el apartado 2.4.2. 
2.4 Teorías y modelos de fisuración 
La modelización constitutiva de materiales cuasifrágiles ha seguido dos líneas teóricas 
básicas que son la Mecánica de Medios Continuos y la Mecánica de Fractura. A 
continuación se comentan a grandes rasgos las características de cada una. 
2.4.1 Mecánica de medios continuos 
Es la forma más clásica de representar el comportamiento del material mediante las 
leyes tensión-deformación (σ-Ɛ) también denominadas ecuaciones constitutivas del 
material. El concepto de deformaciones continuas se extiende también a la rama de 
reblandecimiento independientemente de que aparezcan macrofisuras y localizaciones.  
Elasticidad no lineal: Los primeros análisis estructurales se formularon para un 
material elástico y lineal, si bien es demasiado simplificada para un material como 
hormigón. Los modelos elásticos no lineales (figura 2.3a) representan mejor el 
comportamiento del material, sin embargo, pueden presentar limitaciones para 
materiales cuasifrágiles, cuyo comportamiento depende de la historia de carga y difiere 
en situaciones de carga y de descarga. 
Modelos elastoplásticos: El comportamiento tensodeformacional se expresa como 
suma de una deformación total recuperable (elástica) y otra no recuperable (plástica).  
La consideración de variables internas cuya evolución depende de las deformaciones 
plásticas permite obtener comportamientos no lineales de endurecimiento 
(“hardening”), reblandecimiento (“softening”), dependencia del camino, descargas y 
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recargas (figura 2.3b). Esta formulación se ha empleado satisfactoriamente en los 
materiales cuasifrágiles ya que tienen procesos altamente irreversibles en estados 
avanzados de carga. Sobre los aspectos teóricos y la resolución numérica de la 
elastoplasticidad se entrará en mayor detalle en el capítulo 3, en el cual se presenta un 
modelo de junta basado en conceptos de la Mecánica de Fractura cuya estructura teórica 
se ajusta a la de la elastoplasticidad. A diferencia de las leyes constitutivas de strain-
softening (-), el comportamiento del modelo de junta está formulado en términos de 
tensiones y desplazamientos relativos. 
Modelos basados en la teoría de daño elástico: Las formulaciones de degradación 
elástica se caracterizan por un tensor de rigidez secante de 21 componentes 
independiente con sus correspondientes leyes de evolución (Carol et al., 1994). El 
número de variables puede reducirse mediante el empleo de variables de daño que 
caracterizan el estado de degradación de manera más simple. Estas variables de daño 
simulan a un nivel macroscópico la progresiva degradación elástica debida a la 
propagación e interconexión de microfisuras y poros. Este modelo considera que no se 
desarrollan comportamientos inelásticos, es decir, que en descarga se sigue una ley 
elástica lineal secante sin deformaciones remanentes para la descarga total (figura 2.3c). 
Otras formulaciones: Los modelos basados en la elastoplasticidad y en la teoría de 
daño elástico son dos extremos de idealización del material al ser simplificaciones del 
comportamiento típico observado experimentalmente. El comportamiento que siguen 
los materiales cuasifrágiles presenta una característica intermedia en la que tienen lugar 
ambos efectos: degradación de la rigidez y deformaciones plásticas remanentes (figura 
2.3d).  
 
Figura 2.3: Curvas - para modelos continuos: a) elasticidad no lineal, b) elastoplasticidad, c) daño y 
d) combinación de plasticidad y daño. 
Los tres tipos de modelos continuos mencionados anteriormente presentan una 
limitación importante relacionada con la direccionalidad del deterioro del material bajo 
un estado de cargas. En el hormigón existen desde su elaboración microdefectos y poros 
en su interior pero presenta una distribución bastante uniforme de los mismos, lo cual 
justifica que se le considere a nivel macroscópico como un material isótropo en 
ausencia de cargas. Sin embargo, un proceso creciente de carga sobre todo en la rama de 
softening provoca una determinada orientación del deterioro e induce una anisotropía en 
los puntos afectados del sólido. La problemática de la orientación de la fisuración puede 
abordarse mediante modelos específicos de fisuración distribuida y mediante modelos 
de fisuración discreta. 
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2.4.2 Mecánica de Fractura 
La mecánica de fractura estudia la propagación de las fisuras en un medio continuo. En 
un principio se formuló para materiales diferentes al hormigón, sin embargo, 
recientemente y en paralelo con la extensión de la idea de que la causa de la rama de 
softening proviene de la fisuración, el campo de aplicación de la mecánica de fractura se 
ha extendido a materiales cuasifrágiles. Inicialmente esta teoría se formuló para el caso 
elástico lineal (“Linear Elastic Fracture Mechanic”, LEFM) que considera que un 
cuerpo bajo proceso de fractura se mantiene elástico y la energía disipada se concentra 
en una punta de la fisura con valores de tensiones y deformaciones que tienden al 
infinito. Estas consideraciones se cumplen en análisis de muestras con defecto único y 
discreto. Sin embargo, el hormigón en su proceso de fractura desarrolla una 
microfisuración distribuida, ramificaciones y puenteo de la fisuración, restringiendo la 
LEFM en dicho material, sobre todo en estructuras de gran tamaño. Por consiguiente, 
para el análisis del hormigón es más apropiada una teoría no lineal que considere que 
los procesos inelásticos tienen lugar a lo largo de una zona denominada “zona de 
proceso de fractura” (“fracture process zone”, FPZ). Esta zona se mueve al frente de la 
macrofisura que se propaga. A lo largo de ella tienen lugar los mecanismos físicos que 
van desde la microfisuración a la formación de la fisura completa y es donde se produce 
la disipación de energía. 
Según esta rama de la mecánica, se pueden diferenciar tres modos básicos distintos de 
fractura (ver figura 2.4), que son: modo I (modo de apertura), II (modo de corte) y III 
(modo de cizallamiento). 
 
       Modo I         Modo II   Modo III 
Figura 2.4: Modos básicos de fractura 
Como se puede observar en la figura 2.4, en modo I la fisura se abre en dirección 
normal al plano de la misma. En el modo II se produce un deslizamiento en el plano de 
la fisura según su dirección de propagación. En el modo III el deslizamiento se produce 
en el plano de fisura pero en dirección ortogonal a su propagación. En la práctica tiene 
lugar el modo I o una combinación de dicho modo con otro modo o con los dos, esto es, 
I-II, I-III o I-II-III. 
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2.4.2.1 Mecánica de Fractura elástica lineal (LEFM) 
Como se puede ver en la figura 2.5, en un panel de material elástico lineal sometido a 
tracción uniforme con una imperfección o entalla, el campo de tensiones deja de ser 
uniforme y se ve obligado a bordear el defecto originando una concentración de las 
líneas de fuerza en las puntas de la entalla.  
 
Figura 2.5: Flujo de líneas de tensiones en un panel sometido a tracción uniforme sin entalla (izquierda) 
y con entalla (derecha) 
Mediante la teoría de la elasticidad es posible encontrar la solución analítica a diversas 
formas de defectos (Timoshenko y Goodier, 1970; Inglis, 1913). Griffith propuso que se 
empleara un criterio de balance energético para materiales con comportamiento elástico 
lineal perfectamente frágil. El criterio de Griffith postula que la propagación de una 
fisura se incrementa en una unidad de área si la tasa de liberación de energía elástica 
debida al crecimiento de la fisura G es igual o mayor que la tasa crítica de liberación de 
energía o energía de fractura Gc, la cual es una característica del material. Se expresa 
pues como G ≥ Gc. 
Las características principales de la LEFM son las siguientes (Karihaloo, 1995):   
1) El criterio de propagación de la fractura frágil involucra un sólo parámetro 
material adicional, además de las constantes elásticas E y . 
2) Las tensiones y deformaciones en la zona cercana a la punta de la fisura 
presentan valores muy altos que tienden a infinito en dicho punto. 
3) Durante el proceso de fractura todo el cuerpo permanece elástico y la energía 
sólo se disipa en un punto, el que corresponde a la punta de la fisura. 
En resumen, la LEFM se adecua bien para analizar especímenes que contienen un 
defecto único y discreto, por lo tanto, para materiales cuasifrágiles como el hormigón 
donde no hay fisuras únicas aisladas sino microfisuración distribuida, ramificaciones y 
puenteo de la fisura en la FPZ tiene una aplicación muy restringida. Únicamente puede 
utilizarse para estructuras de grandes dimensiones donde los efectos en la FPZ son 
insignificantes. 
2.4.2.2. Mecánica de Fractura no Lineal 
Para analizar el comportamiento del hormigón se recurre a modelos no lineales donde 
los procesos inelásticos tienen lugar en una zona de proceso de fractura de tamaño no 
despreciable en relación al de la pieza o estructura. 
Análisis numérico mesomecánico del hormigón bajo cargas que 
producen cambios de dirección de la fisuración 
 
22 
 
Concepto de la fisura ficticia o “Fictitious Crack Model” (FCM) 
La teoría propuesta por Hillerborg et al. (1976) supone que los efectos de la 
microfisuración en la zona de proceso de fractura se concentran sobre una línea ficticia 
de espesor nulo que se extiende a partir de la fisura preexistente. A lo largo de esta 
línea, las tensiones de cerramiento se incrementan desde cero en la punta de la fisura 
preexistente hasta el valor de la resistencia a tracción uniaxial del material, ft,  en la 
punta de la fisura ficticia, tal que las caras de la fisura ficticia se cierran suavemente 
hacia la punta (figura 2.6).  
 
Figura 2.6: Modelo de la fisura ficticia (Hillerborg et al., 1976) 
La distribución de las tensiones a lo largo de la FPZ se define mediante una función 
f(w) que depende de la apertura de las caras de la fisura ficticia y que se considera una 
propiedad del material. A diferencia de la LEFM, se requieren al menos dos parámetros 
materiales. En el FCM se supone conocida la forma de la función de ablandamiento 
tensión-apertura, f(w) y los dos parámetros independientes son la resistencia a tracción, 
ft, y la energía de fractura, GF (área bajo la curva de ablandamiento), que puede 
expresarse de la siguiente manera: 
 
cw
0
wdwG F          (2.1) 
Donde wc es la apertura crítica de fisura y GF representa la energía de fractura 
Los modelos cohesivos como el FCM predicen la propagación de una fisura existente y 
además la iniciación de la fisura que ocurre cuando la tensión de tracción alcanza el 
valor de la resistencia ft, y a partir de ese momento se propaga en dirección normal de 
acuerdo con una ley -w decreciente desde ft para w = 0, hasta  = 0 cuando w = wc, 
situación en la que la fisura se supone completamente abierta en ese punto. 
Una idea interesante que surge del FCM es que se puede dividir en dos partes el 
diagrama de comportamiento a tracción uniaxial del hormigón (figura 2.7). En el 
régimen de prepico la microfisuración se distribuye a lo largo de toda la probeta y el 
comportamiento puede ser caracterizado mediante una curva tensión-deformación, 
aproximadamente lineal en función del tamaño de la muestra. En la rama de softening el 
comportamiento se caracteriza en términos de relaciones tensión-apertura de fisura. 
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Figura 2.7: Descripción del comportamiento a tracción por medio de dos tipos de relaciones de acuerdo 
con el modelo de fisura ficticia (Hillerborg et al., 1976). 
Concepto de la banda de fisuración o “Crack Band Model” (CBM) 
Teoría introducida inicialmente por Bažant (1976) y desarrollada luego por Bažant y 
Cedolin (1979), y Bažant y Oh (1983) donde se considera la fisura localizada en una 
banda de cierto ancho h en lugar de en una línea (figura 2.8) 
 
Figura 2.8: Modelo de la banda de fisuración: distribución de la microfisuración en una banda de ancho 
h (izquierda) y diagrama tensión-deformación (derecha) 
En materiales como el hormigón se produce una microfisuración y puenteo de fisura 
entre áridos de modo que la zona de proceso de fractura no se desarrolla en una banda 
estrecha y continua. En el CBM el ancho de banda se supone como una propiedad del 
material que puede relacionarse con la microestructura del hormigón. La ley de 
ablandamiento puede formularse como una relación tensión-deformación, (), como en 
los modelos de “strain softening”, si bien ahora la deformación está relacionada con el 
desplazamiento inelástico (w) y la energía de fractura (GF). 
La utilización de las dos teorías no lineales de fractura (FCM y CBM) en el campo 
computacional mediante el método de elementos finitos, da lugar a dos diferentes 
aproximaciones numéricas a la fisuración: el FCM emplea la aproximación discreta 
(“discrete crack approach”) y el CBM la aproximación distribuida (“smeared crack 
approach”). 
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La utilización del CBM en el MEF incorpora un criterio de fractura dado por la 
siguiente relación: 
gf = 
  
 
          (2.2) 
Donde gf es el área total encerrada bajo la curva - y representa la energía disipada por 
unidad de volumen (a diferencia de la energía de fractura GF que es una energía por 
unidad de área).  
2.5 Análisis meso-estructural 
El hormigón se ha analizado tradicionalmente a un nivel macroscópico. Sin embargo, al 
ser un material heterogéneo su comportamiento está influenciado por la geometría y las 
características físicas y mecánicas de los componentes de su estructura interna. A  nivel 
meso-escala la heterogeneidad del hormigón viene dada por dos fases de medio 
continuo: los áridos de un tamaño de unos pocos centímetros envueltos por una matriz 
formada por pasta de cemento, arena y áridos de menor tamaño. Además, se puede 
diferenciar un tercer elemento que corresponde a la interfase entre áridos y matriz que 
es la zona más débil del material. Por consiguiente, para analizar este material se ha de 
representar explícitamente esta estructura interna, introducir leyes de comportamiento 
de sus componentes básicos e intentar reproducir el comportamiento “macro” del 
material como resultado del análisis mecánico, térmico, etc. a nivel “meso”. 
Debido a los avances, sobre todo computacionales, cada vez existen más modelos 
mesoestructurales para el hormigón. Éstos se pueden dividir en tres grandes grupos: 
modelos reticulados (lattice models), modelos de partículas y modelos continuos. 
El primero de ellos discretiza el medio continuo mediante una retícula o malla de 
elementos barra o viga. Las propiedades de los distintos elementos, que representarán 
los áridos o el mortero, se obtienen superponiendo la geometría de la meso-estructura 
que se quiera estudiar con la retícula. La fractura se simula removiendo los elementos 
que han alcanzado su máxima resistencia a tracción (rotura frágil a nivel local). En la 
figura 2.9 se muestra un ejemplo para modelar la fisuración del hormigón (Schlangen y 
van Mier, 1992). 
 
Figura 2.9:  Lattice model propuesto por Schlangen y van Mier, 1992; a) Malla triangular de elementos 
barra, b) Elemento barra con las correspondientes transmisión de esfuerzos, c) Proyección de la malla 
sobre la meso-estructura en estudio y d) Asignación de las propiedades del material según la 
localización del elemento barra. 
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En la figura 2.9a se muestran los elementos barra conectados entre sí formando una 
malla triangular donde en cada conexión entre elementos existe una transferencia de 
esfuerzos axial, de corte y momento (figura 2.9b). En la figura 2.9c se muestra la 
superposición de la retícula con la geometría en estudio y en la figura 2.9d la asignación 
de las propiedades a cada elemento según su localización (dentro de la matriz, dentro de 
los áridos o interfase). 
El segundo tipo de modelo, de partículas, se basa en el “distinct element method” 
(Cundall y Strack, 1979) y fue propuesto para describir el comportamiento de materiales 
granulares, especialmente geomateriales. Están basados en una distribución aleatoria de 
partículas que representan las principales piezas de agregados en el hormigón y sus 
interacciones (Cusatis et al., 2003; Jirasek y Bazant, 1995; Zubelewicz y Bazant, 1988). 
Zubelewicz y Bazant (1988), por ejemplo, propusieron un modelo 2D donde la 
heterogeneidad se representa mediante un arreglo de partículas rígidas separadas por 
interfases deformables (figura 2.10). 
 
Figura 2.10: Modelo de partícula propuesto por Zubelewicz y Bazant (1988). 
Por último, los modelos continuos representan el material fuera de la zona de fisuración 
mediante medio continuo. Desde el trabajo realizado por Roelfstra y Wittmann con su 
modelo “béton numerique” (Roelfstra et al., 1985), varios modelos han sido propuestos 
dentro del grupo de modelos continuos. Entre ellos, y por orden de aparición, pueden 
citarse el de Stankowski (Stankowski, 1990), el de Vonk (Vonk, 1992) y el de Wang y 
Huet (Wang y Huet, 1993). En la figura 2.11 se muestran las geometrías utilizadas para 
cada uno de los modelos antes citados. 
 
Figura 2.11: Modelos continuos en 2D: a) Roelfstra et al. (1985), b) Stankowski (1990), c) Vonk (1992) y 
d) Wang y Huet (1993). 
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El modelo utilizado en esta tesina es un modelo continuo donde se aproxima el 
hormigón a un nivel meso-escala, desarrollado en la ETSECCPB-UPC. En el apartado 
3.1 se desarrolla con más profundidad dicho modelo. 
2.6 Test de Willam 
En Willam et al. (1987), se propone un test teórico en el cual se impone un proceso de 
carga que produce una continua rotación de las direcciones principales de tensión y 
deformación.  
Este test consiste en aplicar a una muestra 2D, en condiciones de tensión plana, dos 
etapas distintas de carga en control de desplazamientos. Dichas etapas son: 
- En la primera etapa se aplica una tensión uniaxial en la dirección y hasta 
alcanzar el inicio del reblandecimiento (softening) que se produce en el pico de 
la ley tensión-deformación uniaxial. A partir de este momento el material tiene 
una resistencia residual, menor que la original, y que va disminuyendo 
progresivamente. 
- En la segunda etapa, se aplica un estado de tracción biaxial combinado con una 
carga de corte γXY > 0. Esto es, se prescriben los incrementos de los 
componentes de la deformación en los planos xx, yy y xy, mientras que los 
grados de libertad de fuera del plano permanecen con la tensión prescrita cero. 
Esto representa un incremento de deformación positiva para ambas direcciones 
principales, acompañado de una rotación de los ejes principales. El ritmo de 
rotación es más rápido al principio y va disminuyendo progresivamente. 
En la figura 2.12 se muestran esquemáticamente las dos etapas de carga. En la primera 
etapa se aplica una tensión uniaxial en dirección y con lo cual aparecen fisuras con una 
orientación horizontal, perpendicular a la cara de tracción. En la segunda etapa, el 
estado combinado de cargas de tracción y corte generan una rotación de las tensiones 
principales formándose fisuras orientadas con un cierto ángulo respecto a la fisuración 
original. 
 
 
Figura 2.12: Esquema de la primera etapa (izquierda) y de la segunda etapa (derecha) del test teórico 
propuesto en Willam et al. (1987). 
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3. MODELO NUMÉRICO 
3.1 Modelación meso-estructural  
Tal y como ya se ha comentado, el hormigón es un material heterogéneo cuyo 
comportamiento debido a cargas depende de la geometría y de las propiedades 
mecánicas de sus componentes. Por ello en este estudio se ha utilizado un nivel meso-
estructural introduciendo las leyes de comportamiento y parámetros de cada uno de sus 
componentes.  
Dicho modelo meso-mecánico ha venido desarrollándose durante los últimos 15 años 
por el grupo de investigación de la ETSECCPB-UPC, primero en 2D y posteriormente 
en 3D.  
El modelo utilizado en esta tesina consiste en representar en dos dimensiones una 
probeta cuadrada de hormigón de 30 cm de lado en el que se ha discretizado su 
estructura interna mediante piezas irregulares para los áridos de mayor tamaño cuya 
distribución y forma es aleatoria y está generada por un procedimiento basado en la 
teoría de Voronoi-Delaunay, rodeadas por una matriz representativa del 
comportamiento del mortero y los áridos de menor tamaño. Estas fases se discretizan 
mediante elementos finitos triangulares a los que se les asigna un comportamiento 
elástico lineal. Por otro lado, la no linealidad viene representada por la introducción de 
elementos junta de espesor nulo, con dos pares de nodos cada uno, y que representan las 
diferentes direcciones potenciales de fisuración. Estos elementos se introducen en las 
zonas potenciales de ser fisuradas, como son los contactos entre elementos de árido y de 
matriz (interfases) y entre algunos de los contactos de la matriz. 
En la figura 3.1 se muestran de manera esquemática las características de la malla 
utilizada. La figura 3.1a muestra la discretización de la matriz en elementos 
triangulares. Por otro lado, la figura 3.1b muestra la discretización de los áridos. 3.1c 
representa la disposición de los elementos junta en la interfase, es decir, en el contacto 
árido-matriz. 3.1d muestra los elementos junta entre contactos de matriz. 3.1e muestra la 
malla con todos sus elementos discretizados y el marco interior. En 3.1f se puede 
apreciar de manera esquemática la disposición de nodos y elementos en una zona de la 
malla. En 3.1g se expone la inserción de un elemento junta entre dos elementos 
continuos. 
En la zona central de la malla se ha incorporado un marco interior de elementos junta de 
espesor nulo de 10cm x 10cm (figura 3.1.e), a los que se asigna un comportamiento 
elástico lineal con altos valores de módulos normal y tangencial (condición equivalente 
a su ausencia), de modo que sin interferir en el problema, permite cuantificar las 
tensiones en el marco interno. De esta manera se puede contar con un “perímetro de 
control” interior, en el que el desarrollo de la fisuración no se ve condicionado por las 
condiciones de borde como ocurre en el marco exterior.  
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a)               b)              c)  
  
               d)             e) 
  
  f)        g) 
Figura 3.1: Malla meso-estructural utilizada en el estudio de propagación de fisuras en hormigón 
(López, 1999): a) Discretización de la matriz, b) Discretización de áridos, c) elementos de interfase entre 
árido y matriz, d) elementos de interfase en matriz, e) Malla de EF para el hormigón utilizada en los 
cálculos. f) Detalle de disposición de nodos y elementos y g) Detalle de la inserción de un elemento junta 
entre elementos continuos. 
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3.2 Ley Constitutiva de Junta 
3.2.1 Introducción 
Las estructuras de hormigón fisuradas conservan todavía una cierta capacidad resistente 
debido a varios fenómenos localizados en las discontinuidades, como pueden ser el 
reblandecimiento (“softening”) en tracción, deslizamientos friccionales (“frictional 
sliding”) o entrelazamientos de áridos (“aggregate interlock”). 
Debido a la heterogeneidad del material la tendencia de fisuración no es plana y 
presenta irregularidades, puentes y ramificaciones con cara de fisura rugosas. Esto lleva 
a la existencia de la denominada dilatancia, que se presenta ante deslizamientos 
relativos tangenciales, donde se produce un acoplamiento entre tensiones normales y 
tangenciales y una separación de las caras de fisura. Es decir, las tensiones de corte 
generan un deslizamiento entre ambas caras de fisura y una apertura de las mismas. 
Durante muchos años se ha modelizado el comportamiento de estas interfases y 
discontinuidades analítica y numéricamente. 
El modelo que aquí se propone parte de una ley constitutiva de Carol y Prat (1990,1991) 
y está basado en la teoría de la elasto-plasticidad, e incorpora conceptos de mecánica de 
fractura y energías de fractura.  
El comportamiento está formulado en términos de las componentes normal y tangencial 
de las tensiones en el plano medio de la junta σ = [σN, σT]
T
, y los desplazamientos 
relativos correspondientes u = [uN, uT]
T
 con (
T
 = transpuesta). 
Después de ser verificado, este modelo ha sido utilizado como ley constitutiva de los 
elementos junta que se incluyen en el análisis microestructural del hormigón mediante 
elementos finitos. 
3.2.2 Criterio de Fractura 
Una fisura comienza cuando la tensión en el plano de una junta alcanza la condición 
F(σN,σT) = 0, siendo F el criterio de fractura definido por una superficie en el espacio de 
las tensiones σN - σT. 
El criterio de fractura F adoptado se rige por la siguiente hipérbola de tres parámetros 
definida en el espacio de las tensiones (Carol y Prat, 1990):  
F =   
   (c tan)
2
 + (c tan)2         (3.1) 
Donde es el vértice de la hipérbola y c y tan los parámetros de la asíntota (figura 
3.2a). Desde un punto de vista físico, representa la resistencia a tracción, c la cohesión 
aparente y  el ángulo de fricción interna. 
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En la figura 3.2a se representa la hipérbola del criterio de fractura F así como sus 
parámetros. Se puede observar que el comportamiento de los modelos clásicos de fisura 
cohesiva bajo tracción pura se obtiene al alcanzar la superficie mediante carga creciente 
a lo largo del eje horizontal. Por otro lado, la asíntota representa el criterio de rotura de 
Mohr-Coulomb.  
Cuando se inicia la fisuración, la superficie de fractura se contrae debido al 
decrecimiento de los parámetros de la hipérbola y decrecen las tensiones. 
En la figura 3.2b la configuración “0” representa un estado inicial de la superficie de 
fractura. Ésta podrá evolucionar dependiendo del modo de fractura específico.  
En el primero de ellos (modo I de fractura) consideramos tracción pura y se requiere 
una única condición cinemática que es la de permitir la separación en dirección normal 
de ambos lados de la interfase (figura 3.2c izquierda). La fisura será rugosa debido a la 
heterogeneidad del material y se representa con una hipérbola cuyo vértice coincide con 
el origen (curva 1 figura 3.2b). 
En el segundo modo límite (modo asintótico o modo IIa) la fisuración está causada bajo 
corte y alta compresión sin dilatancia (Carol y Prat, 1990). Se produce un deslizamiento 
en la dirección tangencial (figura 3.2c derecha). La superficie de fractura final estará 
definida por dos líneas rectas con c = 0 y tan = tanr (curva 2 figura 3.2b) que 
representan un estado de fricción pura residual.  
El primer modo I se controla mediante la energía de fractura clásica GF
I
 (tracción pura) 
y el modo IIa con  GF
IIa
. 
Cuando se inicia la fisuración, decrecen los parámetros de la hipérbola según leyes 
basadas en el trabajo consumido, Wcr, (figura 3.2d  y 3.2e). Se utilizará la propuesta de 
Carol y Prat (1990) con las siguientes expresiones: 
dWcr =   
    
     si ≥    
dWcr =   
       
       
  
    si <     
Donde   
  y  
  representan el incremento de desplazamientos relativos de apertura 
de fisura en la dirección normal y tangencial, respectivamente. 
Estas expresiones indican que en la zona de tracción/corte todo el trabajo disipado en la 
junta proviene de procesos de fractura, mientras que en la zona de compresión/corte la 
contribución a W
cr
 viene dada por el trabajo de corte al que se le resta el de fricción 
pura. 
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Figura 3.2: Modelo de junta: (a) Superficie de fractura y potencial plástico, (b) Evolución de la 
superficie de fractura, (c) Modos básicos de fractura, (d) y (e) Leyes de reblandecimiento y (f) 
Componentes normal y tangencial de las tensiones en el plano medio de la junta y sus correspondientes 
desplazamiento relativos. 
3.2.3 Regla de flujo (dilatancia) 
Para determinar la dirección de la dilatancia se emplea una superficie potencial Q 
(figura 3.2a) definida en función de la superficie de rotura F, cuyas expresiones son: 
m = A · n, con n = 
 
 
 , m = 
 
 
 , σ = [σN,σT]
T
     (3.4) 
Si A es una matriz  diagonal unitaria, la regla de flujo es asociada. En nuestro modelo se 
ha adoptado una formulación asociada en tracción (Q = F) aunque no así en 
compresión, tal como se muestra en la figura 3.2a, ya que esto es más realista. 
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Experimentalmente se ha demostrado que un aumento de la tensión de compresión 
implica un descenso de la dilatancia hasta anularse cuando alcanza un valor de σdil, que 
es un parámetro de entrada.  
Además, la variación de la dilatancia también decrece con el aumento del estado de 
degradación de la superficie de fractura hasta anularse cuando la superficie alcanza su 
estado de fricción residual y c = 0 (curva “2” en la figura 3.2b). 
En nuestra formulación, las expresiones (3.4) quedan expresadas de la siguiente forma: 
A =   
  
  
   si ≥        
A =     
     
    
  
   si <       
n =  
 
  
 
  
  =                   
   
        (3.7) 
Como se puede observar, para estados de compresión los efectos de la dilatancia son 
tenidos en cuenta mediante una reducción de la componente normal a través de los 
factores fσ
dil
 y fc
dil
. La función fσ
dil
 decrece de 1 a 0 como se aprecia en la figura 3.2a y se 
define por una función de escala con una variación lineal cuya expresión es:  
S(ξ) = 
    
             
         (3.8) 
Para la expresión de la dilatancia dada por las expresiones (3.5), (3.6) y (3.7), las 
funciones de decrecimiento resultan ser fσ
dil
 = 1 - S(ξ), con ξ = |σN|/σ
dil
 y α = ασ
dil
; fc
dil
 = 
S(ξ), con ξ = c/c0 y α = αc
dil
. 
Finalmente la regla de flujo puede expresarse como: 
  
  
 
  
  
  
 
  
      
Las derivadas parciales de la función potencial Q proporcionan la dirección de los 
desplazamientos relativos plásticos, mientras que  es un escalar no negativo, 
denominado multiplicador plástico, que determina la magnitud de los mismos. 
3.2.4 Leyes de evolución de la superficie de fractura 
La evolución de la superficie de fractura se produce mediante el decrecimiento de sus 
parámetros en función del incremento de trabajo disipado en la fisuración. Según la 
propuesta que estamos presentando de Carol y Prat (1990) tanes constante pero las 
Análisis numérico mesomecánico del hormigón bajo cargas que 
producen cambios de dirección de la fisuración 
 
33 
 
variables de estado y c decrecen a partir de sus valores iniciales  (resistencia a 
tracción) y c0 mediante la función de escala antes descrita (3.8).  
Esta función provee una familia de curvas diferentes según el valor del parámetro α que 
se adopte.  
evoluciona según la expresión: 
 S(ξχ))          
Donde ξχ = 
  
  
  
  + 
  
  
  
           
De esta manera varía según una familia de curvas desde su valor inicial hasta 
anularse para Wcr = GF
I
 (figura 3.2d), estado caracterizado por una superficie 
hiperbólica que pasa por el origen (curva “1” de la figura 3.2b). 
Por otro lado, el decrecimiento de la variable c se puede definir a través de tany un 
nuevo parámetro a que representa la distancia horizontal entre el vértice de la hipérbola 
actualizada y sus asíntotas (representado en la figura 3.3), y viene dado por: 
c = (+ a) tan          
c varía según una familia de curvas desde su valor inicial c0 hasta anularse para Wcr = 
GF
IIa
 (figura 3.2d). 
 
Figura 3.3: Parámetros de la superficie de fractura. 
El modelo también permite una variación de los tres parámetros. El ángulo de fricción 
interna tendrá ahora una expresión tal que: 
tantan tantanr) S(ξϕ))       
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Donde es el ángulo de fricción inicial, r es el ángulo de fricción residual (ángulo de 
fricción de la superficie final) y S(ξϕ) es la función de escala definida en (3.8).  
tanvaría según una familia de curvas desde su valor inicial hasta el valor residual, 
tanr, cuando se alcanza la superficie de fractura final (figura 3.2e). 
Una explicación más detallada y extensa de la ley de juntas puede encontrarse en López 
(1999), Carol et al. (1997), López et al. (2008). Asimismo, detalles de la 
implementación numérica del modelo se pueden encontrar en Caballero (2005) y 
Caballero et al. (2008).  
3.3 Utilización del Método de los Elementos Finitos (MEF) 
3.3.1 Introducción 
Muchas veces resulta complicado conocer el comportamiento de un medio continuo 
bajo ciertas acciones exteriores o interiores, mecánicas, de durabilidad, etc. debido a la 
geometría del elemento, tipo de cargas, las condiciones iniciales y de contorno, o las 
leyes o ecuaciones diferenciales asociadas. Sin embargo, se puede dar una solución 
aproximada mediante un análisis numérico como es el método de los elementos finitos. 
Este método permite conocer aproximadamente el comportamiento de una estructura 
con infinitos grados de libertad por el de otra, con aproximadamente las mismas 
propiedades físicas y geométricas, pero con un número finito de grados de libertad y 
cuyas ecuaciones de equilibrio pueden expresarse con un número de incógnitas 
limitado. 
Mediante la Mecánica de Fractura se conocen los fundamentos teóricos de la 
propagación de fisuras en un medio como el hormigón. Sin embargo, gracias a 
herramientas tales como los programas de métodos finitos se ha podido conocer con 
más detalle, sencillez y eficiencia la caracterización y evolución de dichas fracturas.  
3.3.2 Aproximación a la fisuración mediante el MEF 
El análisis del comportamiento de los materiales cuasifrágiles mediante el Método de 
los Elementos Finitos (MEF) ha seguido dos tipologías distintas que son: fisuración 
distribuida y fisuración discreta. 
3.3.2.1 Fisuración Distribuida (“smeared approach”) 
Esta tipología se adapta al MEF, concebido originalmente para el cálculo de medio 
continuo, y consiste en considerar la ley del material como relaciones tensión-
deformación no lineales tal que el comportamiento de la fisura se asocia al 
comportamiento de los elementos finitos que la contienen. La ley del material incorpora 
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conceptos de la Mecánica de Fractura a fin de obtener soluciones objetivas con el 
tamaño de la malla (Rots, 1988). Una dificultad de este enfoque es la limitación de los 
elementos para presentar deformaciones localizadas en un plano (banda de cortante) sin 
perturbar elementos contiguos. Esto hace necesario un refinamiento de la malla en las 
zonas críticas o utilizar elementos especiales “enriquecidos” en los que se adicionan 
funciones de forma que permiten representar esos modos localizados. 
3.3.2.2 Fisuración discreta (“discrete approach”) 
En esta tipología cada fisura es modelada separadamente e incorpora una discontinuidad 
en la malla. Al principio se utilizó la teoría de la Mecánica de Fractura la cual requiere 
la modificación de la malla paso a paso pues el criterio de propagación de la fisura dado 
por dicha teoría es independiente de la configuración inicial de la malla, la cual debe 
tomar nuevas configuraciones incorporando la fisura como una discontinuidad (Arrea 
and Ingraffea, 1981). Otra opción es incorporar previamente elementos junta donde se 
sabe que se formará la discontinuidad (Rots, 1991) o bien, en caso de conocerse la 
trayectoria de la fisura, distribuirlos de forma uniforme en la malla a fin de representar 
todas las potenciales tendencias de fisuración (Stankowski, 1990). 
3.3.3 Programa de cálculo utilizado: DRAC 
El paquete informático DRAC, desarrollado por el grupo de investigación de la 
ETSECCPB-UPC, es un potente sistema de análisis basado en un programa de 
elementos finitos especialmente diseñado para la Mecánica de Rocas y otros problemas 
geotécnicos, aunque también puede utilizarse para otros problemas ingenieriles, tanto en 
2D como 3D.  
La estructura del DRAC consiste en un programa principal y unas subrutinas que 
organizan y dirigen el flujo principal y/o generación y ensamblaje de la matriz de 
rigidez y los procedimientos de resolución. En general, se puede dividir en tres grandes 
bloques que se definen a continuación. 
El primero es el de “datos generales” que es donde se define la información del 
problema. Ejemplos pueden ser los archivos inputs, el tipo de análisis que se utilizará 
(tensión plana, deformación plana, etc.), la clase de los elementos (linear, cuadrático…), 
el tipo de solver (skyline simétrico o antisimétrico, gmres…), las reglas de integración 
numérica (Gauss, Simpson/lobato…), definición de los materiales y sus propiedades, 
geometría de la malla (número de nodos, elementos continuos, interfases, leyes 
constitutivas…), utilización de Restart (realización del cálculo por pasos), utilización de 
un análisis no lineal (iteraciones, tolerancias…), conectividades de los elementos 
continuos, interfases y elementos de barra, coordenadas de los nodos, etc. 
El segundo bloque es el “stage” que es donde se define la geometría, es decir, qué 
elementos existen activos o no activos. Dentro del stage encontramos la definición del 
número de elementos continuos, interfases o barras que varían, el número de pasos de 
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carga, los archivos output que utilizaremos con las diferentes salidas de información, 
cambios en la geometría, etc. 
El tercer bloque es el “step”, donde se establecen las configuraciones de carga que van 
asociadas y/o los desplazamientos prescritos, es decir, las condiciones de contorno. 
Dentro del step se definen los increments que corresponden a los pasos de carga. 
Para la resolución del problema estructural no lineal se utiliza un procedimiento mixto 
que combina técnicas incrementales e iterativas. Por un lado, la carga se aplica dividida 
en incrementos debido a la necesidad de reproducir fases de comportamiento muy 
diferentes y a que la respuesta estructural es dependiente de la historia de cargas. Por 
otro lado, la consideración de un ciclo iterativo dentro de cada incremento permite 
disipar las fuerzas residuales que aparecen como consecuencia de la linealización propia 
del proceso incremental. La solución se obtiene a través de una sucesión de cálculos 
lineales, en los que se van ajustando progresivamente los resultados previos hasta 
alcanzar el grado de convergencia deseado. El procedimiento iterativo es resuelto por 
distintas variantes del procedimiento básico de Newton-Raphson (matriz de rigidez 
tangente actualizada en cada iteración, o en un número determinado de iteraciones, 
rigidez constante, etc.) según la matriz de rigidez adoptada. 
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4. IMPLEMENTACIÓN Y OBTENCIÓN DE RESULTADOS EN LOS 
PERÍMETROS DE CONTROL PARA EL TEST DE WILLAM 
En este trabajo se ha utilizado el programa de cálculo del grupo, denominado DRAC. 
Como ya se ha expuesto anteriormente, se han realizado varios casos distintos del Test 
de Willam.  
Cada uno de estos casos requiere elaborar un archivo de entrada de datos (inputs) que si 
bien contienen información común en cuanto a la geometría de la malla, se diferencian 
en cuanto a la forma de incluir las cargas (deformaciones impuestas). 
En total la malla analizada se compone de 19063 nodos, 12870 elementos continuos, 
divididos en dos tipos (áridos y matriz) y 8685 interfases o elementos junta, divididos 
en tres grupos de distintas características (juntas de contacto árido-mortero, de contacto 
mortero-mortero y del marco interno). 
A continuación se describen las características propias de cada caso. 
4.1 Caso 1 
El caso 1 será el considerado como de referencia sobre el que se realizarán los análisis 
principales. Se compone de dos etapas que producen una configuración deformada 
como la que se muestra en la figura 4.1 de manera esquemática: 
 
Figura 4.1: Configuración deformada del caso 1. 
Se aplica en primer lugar la primera fase, representada por las líneas discontinuas y 
seguidamente se le aplica la segunda fase formándose una configuración deformada con 
los valores impuestos relativos que aparecen en la figura 4.1 
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Cargas impuestas y parámetros utilizados 
Los desplazamientos impuestos para las dos etapas de dicho Test son: 
- En la primera etapa se aplica una tracción uniaxial en la dirección horizontal x 
mediante imposición de desplazamientos en dicha dirección hasta que se alcanza 
el máximo valor de la tensión en el gráfico tensión-deformación (σ1= σN = σx = 
f’t). La deformación lateral en la dirección y, equivalente al coeficiente de 
Poisson, se produce de forma “natural”. La relación que se aplica entonces es: 
ΔεXX = 1 
ΔεYY = -ν 
ΔεXY =  0 
- En la segunda etapa, se aplica, mediante desplazamientos impuestos, un estado 
de tracción biaxial combinado con una carga de corte γXY > 0. La relación que se 
cumple es: 
ΔεXX = 1 
ΔεYY = 1.5  
ΔεXY = 1 
 O lo que es lo mismo,  
ΔεXX = 0.5 
ΔεYY = 0.75 
ΔγXY = 1 
Los parámetros empleados para los elementos de medio continuo son los siguientes: E = 
70000 MPa (áridos), E = 25000 MPa (mortero) y υ = 0.2 (ambos); para las juntas de 
interfase: KN = KT = 500000 MPa/mm, tan 0 = 0.70, 0 =2.0 MPa, c0 = 7 MPa, G
F
I = 
0.12 N·mm, G
F
II = 10·G
F
I, ,dil = 40 MPa, dil = 2, tan r = 0.4, ϕ = -2 y demás 
parámetros igual a cero; para las juntas de mortero-mortero, los mismos parámetros 
excepto para 0 =4 .0MPa, c0 = 14MPa, G
F
I = 0.24 N·mm. Las juntas del marco interior 
son elásticas con altos valores de KN y KT  (iguales a los anteriores), de manera que no 
tengan ninguna incidencia y que los resultados sean iguales al caso de que no 
estuvieran, ya que su finalidad es sólo servir como perímetro de control de las tensiones. 
Los ensayos se realizan en condiciones de tensión plana. 
Las dos fases del Test de Willam vienen definidas en los archivos de coacciones coac1 y 
coac2, respectivamente. Estos archivos input contienen los nodos exteriores de la malla 
junto con sus coacciones y desplazamientos impuestos. 
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En coac1 se impone la primera fase, que es una tracción uniaxial en la dirección x. Para 
ello se impiden los desplazamientos verticales de los nodos ubicados en el borde 
inferior de la malla (se le permiten desplazamientos libres en dirección x), se impiden 
los desplazamientos horizontales de los nodos del borde izquierdo (se le permiten 
desplazamientos libres en dirección y), se fija un desplazamiento impuesto horizontal 
igual en todos los nodos del borde derecho (se le permiten desplazamientos libres en 
dirección y) y en el marco superior los nodos fuera de las esquinas quedan libres.  
Por otro lado, en coac2 se representa la segunda fase, descrita en la figura 4.1 en donde 
a cada nodo se le imponen los desplazamientos para obtener como resultado dicha 
configuración deformada. 
En este caso, así como también en los otros casos de análisis, los archivos de coacciones 
coac1 y coac2 han sido generados mediante programas escritos en FORTRAN. 
4.2 Caso 2 
El caso 2 se diferencia del caso 1 únicamente en la dirección de las acciones de corte de 
la segunda fase.  
En la primera fase de tracción uniaxial se aplican las mismas condiciones pero en 
sentido contrario. Seguidamente se produce la segunda fase donde los desplazamientos 
impuestos tienen los mismos valores pero en sentido contrario.  
La deformación que se impone, en definitiva, es la que se muestra en la figura 4.2 (en 
líneas discontinuas la primera fase): 
 
Figura 4.2: Configuración deformada del caso 2. 
Los valores de los parámetros introducidos en el fichero de entrada son los mismos que 
para el caso 1. Se diferencian únicamente los archivos coac1 y coac2.  
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4.3 Caso 3 
En el caso 3 se cambia la dirección de tracción de la primera fase respecto de las dos 
anteriores, ya que se impone en la dirección y. En la segunda fase se aplica una tracción 
biaxial y una carga de corte positiva. La deformación final se muestra 
esquemáticamente en la figura 4.3: 
 
Figura 4.3: Configuración deformada del caso 3. 
Igual que en los dos casos anteriores, los parámetros que definen el problema serán 
idénticos y sólo se diferenciarán los archivos coac1 y coac2. 
4.4 Caso 3 homogéneo 
Debido a los resultados singulares que se producen en el caso 3 y que se detallarán en el 
capítulo 5, se ha creído oportuno realizar este caso 3 con características homogéneas, es 
decir, con características uniformes de los componentes de la malla. Para ello se ha 
realizado una simple media aritmética en los parámetros de los elementos continuos de 
áridos y matriz, y en los elementos junta árido-matriz y matriz-matriz. Todos los demás 
parámetros y archivos son iguales que en el caso 3. 
Parámetros utilizados 
A continuación se presentan únicamente los valores de los parámetros que se han 
cambiado respecto a los casos heterogéneos. 
Para los elementos de medio continuo se han homogeneizado los módulos elásticos de 
los áridos y del mortero a E = 47500 MPa. Para las juntas de comportamiento no lineal 
0 =3.0 MPa, c0 = 10.5 MPa, G
F
I = 0.18 N·mm y G
F
II = 10·G
F
I. 
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4.5 Control de resultados en los bordes externos de la malla 
Una vez se ha ejecutado el programa DRAC se obtienen distintos resultados en forma 
de archivos de salida (output).  
Para interpretar estos archivos que contienen los datos de los desplazamientos y 
reacciones nodales de los bordes exteriores, y a partir de ellos obtener resultados en 
forma de tensiones y deformaciones, se ha creado un programa en FORTRAN llamado 
Sigma_epsilon que utiliza cuatro archivos input que contienen los datos de los nodos de 
cada borde exterior de la malla: derecho, izquierdo, superior e inferior. Cada archivo, 
para cada incremento de carga, contiene los desplazamientos horizontal y vertical y las 
reacciones horizontal y vertical de cada nodo del borde exterior correspondiente. 
En primer lugar se calculan las sumas correspondientes de las reacciones horizontales y 
verticales de cada borde. 
Seguidamente, se calculan las tensiones y deformaciones en el marco exterior para cada 
incremento de cada paso de carga mediante el siguiente procedimiento: 
- Las deformaciones xx, yy y γxy se obtienen en función de los desplazamientos 
correspondientes divididos por la longitud (30cm). 
- Las tensiones σx, σy y τxy se obtienen dividiendo las sumatorias de reacciones 
nodales correspondientes por la longitud correspondiente. A modo de ejemplo se 
presentan las fórmulas para los bordes superior y derecho: 
σxx = 
               
  
, σyy = 
                 
  
, τxy = 
               
  
, τyx = 
                 
  
  
Estas tensiones corresponden a reacciones totales por unidad de área, ya que se trata de 
una malla bidimensional (de espesor unitario) 
Una vez calculadas las tensiones normales y tangenciales en los marcos exteriores, se 
procede al cálculo de las tensiones y deformaciones principales, que son las tensiones 
normales máximas y mínimas que existen para unas direcciones principales. Las 
expresiones utilizadas, para nuestro caso particular de tensión plana, son las siguientes: 
σ1 = 
         
 
 +  
       
 
          ,  σ2 = 
         
 
   
       
 
         ,    
θ = 
       
     
        
 
 
          
Donde σ1 es la mayor tensión, σ2 la menor y θ es el ángulo que forma la dirección 
principal 1 con el eje x. 
Por otro lado, las expresiones para las deformaciones principales son las siguientes: 
Análisis numérico mesomecánico del hormigón bajo cargas que 
producen cambios de dirección de la fisuración 
 
42 
 
Ɛ1 = 
         
 
 +  
        
 
    
   
 
    ,  Ɛ2 = 
         
 
   
        
 
    
   
 
    ,   
φ = 
       
   
          
 
 
          
Todos estos datos se recogen en un archivo de salida de resultados del programa 
Sigma_epsilon.  
4.6 Control de resultados en el marco interno de la malla 
Mediante los pasos comentados en el apartado exterior, se calculan las tensiones y 
deformaciones en los bordes exteriores. Sin embargo, al haber impuesto condiciones de 
contorno restringimos la libertad de fisuración cerca de los bordes ya que las fisuras no 
pueden abrirse en dicho marco exterior. Por ello, a fin de contar con un perímetro de 
control que no presente esta limitación, se ha incluido un marco interno de medidas 
10cm x 10cm mediante elementos junta elásticos, cuya finalidad es sólo la de obtener 
los valores de tensiones normales y tangenciales de dicho marco. 
La obtención de las tensiones normal y tangencial de cada lado del marco interno se 
obtiene a partir de un programa particular creado en FORTRAN90 que se denomina 
sigma_tau_mi. 
Se calculan las tensiones normales y tangenciales de cada borde mediante la suma de las 
áreas de tensiones de las juntas que las componen dividido la longitud del lado (10 cm). 
Una junta tiene dos tensiones normales y dos tangenciales, una por cada punto de Gauss 
cuyas coordenadas coinciden con las de los nodos correspondientes. Se integran las 
tensiones de una junta mediante el cálculo del área del trapecio (si ambas tienen el 
mismo signo) o de los triángulos (si tienen distinto signo). 
Por último, se calculan las tensiones principales y sus direcciones mediante las 
expresiones  (4.2), (4.3), (4.4) y (4.5). 
4.7 Obtención de resultados gráficos 
Para la representación gráfica de las mallas utilizadas y de los resultados de los cálculos, 
se ha utilizado el programa GID desarrollado en el Centro Internacional de Métodos 
Numéricos en Ingeniería, CIMNE, de la Universidad Politécnica de Cataluña. El 
programa GID es un pre y post-procesador para simulaciones numéricas del ámbito de 
la ciencia e ingeniería. Está formado por un modelado geométrico, definición de los 
datos de análisis, mallado, transferencia de datos a un software de análisis y una 
visualización de los resultados numéricos.  
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Con el programa GID se han elaborado los resultados gráficos que se muestran en el 
siguiente capítulo, correspondientes a estados tensionales, estados de fisuración y 
configuraciones deformadas de las mallas. 
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5. RESULTADOS 
5.1 Introducción 
En el capítulo 3 se ha presentado un modelo meso-mesomecánico que permite 
representar la estructura interna del hormigón mediante una discretización explícita de 
la heterogeneidad y los diferentes componentes principales que caracterizan el nivel de 
análisis mesoestructural del material. En el capítulo 4 se han detallado los diferentes 
casos a analizar del Test de Willam, con indicación del tipo de cargas y parámetros 
empleados. 
En este capítulo se presentan los diferentes resultados de la simulación numérica, 
obtenidos para los casos 1, 2 y 3. En el Anejo 1 se muestran los mismos resultados para 
el caso 3 homogéneo. 
Como ya se ha comentado anteriormente, estos resultados son fruto de aplicar los 
programas del marco exterior y marco interior a los datos obtenidos de los outputs del 
DRAC. Los resultados de estos programas han sido procesados en una planilla Excel 
obteniéndose como resultado las gráficas que se mostrarán a continuación. 
Asimismo, se han obtenido varias gráficas del programa GID. En concreto, las figuras 
que hacen referencia a las a las tensiones principales, las configuraciones deformadas y 
a las energías consumidas en el proceso de fisuración. Estas figuras han sido divididas 
en varias fases para poder ver la evolución de las fracturas.  
Los ensayos numéricos se han realizado en dos dimensiones en el plano XY en 
condiciones de tensión plana (σzz = τxz = τyz = 0). La nomenclatura y el convenio de 
signos que se ha utilizado en todos los resultados se representa a continuación: 
El tensor de tensiones utilizado para tensión plana es el siguiente: 
T =  
      
      
           
El criterio de signos adoptado es el que se muestra en la figura 5.1: 
 
Figura 5.1: Convenio de signos para las tensiones. 
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5.2 Análisis del Caso 1 
En las figuras 5.2 y 5.3 se presentan resultados obtenidos considerando como marco de 
control el borde exterior. La figura 5.2 izquierda muestra las curvas de evolución de las 
tensiones normales en la dirección x y en la dirección y, y de las tensiones tangenciales 
obtenidas en los bordes superior y derecho a partir de las reacciones correspondientes en 
cada uno de estos bordes, en función de las deformaciones en dirección x, xx. 
En esta figura se han señalado 5 puntos: el punto 1 corresponde al final de la primera 
etapa, una vez que se alcanza la carga máxima de tracción en la dirección x. Como se 
puede apreciar, la tensión σx crece inicialmente con una pendiente prácticamente 
constante, que en el tramo superior presenta un comportamiento no lineal que se acentúa 
al acercarse al valor de pico que se produce para σxx = 3,04781 MPa y una deformación 
xx = 0,000135067. 
Los otros 4 puntos señalados en la figura 5.2 izquierda corresponden a distintos 
momentos de la aplicación de la segunda etapa del ensayo. El punto 2 corresponde a un 
estado intermedio entre los picos de las tensiones normales en dirección x e y, mientras 
que el punto 3 corresponde a un punto cercano al valor máximo (pico) de la tensión 
normal en la dirección y. El punto 4 se ha escogido para una deformación xx de 
aproximadamente 0.0003 y finalmente el punto 5 corresponde al estado final del análisis 
numérico. 
Al comenzar la segunda fase de cargas del Test de Willam, la tensión normal σxx 
empieza a decrecer y se produce un comportamiento de reblandecimiento o softening, 
hasta el final del cálculo. Por su parte, en la segunda fase aparecen tensiones normales 
en la dirección y, σyy, y tensiones de corte τxy y τyx. La tensión normal σyy aumenta 
rápidamente en un primer momento con una pendiente aproximadamente constante 
hasta alcanzar un valor máximo que es inferior al de la dirección x, cortando a la curva 
de σxx en su rama de softening. A partir del valor máximo σyy los valores de estas 
tensiones decrecen pero con un softening significativamente menos acentuado que el de 
la tensión normal σxx y manteniéndose por encima del correspondiente a la dirección en 
x. Las tensiones tangenciales presentan una evolución similar, con crecimiento hasta un 
valor máximo (inferior a las tensiones normales) y posteriormente una rama de 
reblandecimiento que en uno de los casos tiende a anularse. Estas tensiones 
tangenciales, al tratarse de un análisis estructural, son similares aunque no han de ser 
iguales, a diferencia del test teórico de Willam propuesto como verificación constitutiva 
(en un único punto). 
En la figura 5.2 derecha se presenta la evolución de las tensiones normales en las 
direcciones x e y, y de las tensiones principales σ1 y σ2. En la primera fase únicamente 
existe σxx con lo cual σ1 = σxx y σ2 = 0 tal y como se ve representado en la figura citada. 
A partir del inicio de la segunda fase aparece σ2. La tensión principal menor empieza 
con σ2 = 0 y va aumentando en un inicio con valores cercanos a σyy y en la medida que 
crecen las tensiones de corte τxy y τyx (ver figura 5.2 izquierda) las tensiones principales 
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empiezan a distanciarse de σxx y σyy. Se puede apreciar en la figura que a partir del 
cruce de las tensiones normales (punto 3 de la figura 5.2 izquierda), a partir del cual las 
tensiones en la dirección y superan a las de dirección x, la curva de σ1 comienza a 
aproximarse a la de σyy y a su vez la curva de σ2 se aproxima a la de σxx, tal como cabía 
esperar. También se aprecia que este efecto se acentúa en la medida que las tensiones 
tangenciales van disminuyendo y al final del diagrama claramente σ1 tiende a σyy y σ2 a 
σxx. 
  
Figura 5.2: Izquierda: Evolución de las tensiones normales y de corte .vs. deformación en la dirección x, 
para el marco exterior. Derecha: Evolución de las tensiones normales y de las tensiones principales .vs. 
deformación en la dirección x, para el marco exterior (control en bordes superior y derecho). 
En la figura 5.3 se muestra la evolución del ángulo de la dirección de la mayor tensión 
principal con respecto al eje x, junto con la correspondiente a la de la mayor dirección 
principal de deformación. Durante la primera fase el valor de φ y θ es cero ya que no 
hay rotación de las tensiones y de las deformaciones principales puesto que únicamente 
se ha impuesto una tracción uniaxial. Una vez empieza la segunda fase y se aplican las 
condiciones de tracción biaxial y una carga de corte, φ y θ comienzan a crecer. Para 
ambos ángulos, el ritmo de rotación va más rápido al principio y disminuye 
progresivamente al final. La evolución del ángulo φ, que es el de las deformaciones 
principales, está impuesto dado que el test presenta una evolución de deformaciones 
impuesta y su valor tiende a un valor asintótico de 52.02º (Carol et al. 2001). Se puede 
apreciar en la figura que la curva del ángulo θ de la mayor tensión principal evoluciona 
de forma significativamente más acentuada que la dirección principal de deformación, 
alcanzando al final de nuestro cálculo una tendencia a estabilizarse, con un valor de 
aproximadamente unos 70º. 
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Figura 5.3: Variación del ángulo de la dirección de la mayor tensión principal (θ) y de la mayor 
deformación principal (φ) .vs. deformación en la dirección x, para el marco exterior (control en bordes 
superior y derecho). 
Para apreciar la evolución y el desarrollo de la fisuración en la muestra de hormigón, en 
las figuras 5.4 y 5.5 se presentan gráficas de la tendencia de fisuración en términos de la 
energía disipada durante el proceso de fractura y de la configuración deformada de la 
malla en los cinco puntos señalados en la figura 5.2 izquierda. 
En las figuras 5.4 y 5.5 izquierda se muestra la evolución de la tendencia de fisuración 
en términos de la energía disipada durante el proceso de fractura, representada por el 
espesor de línea en cada punto de las juntas, en color rojo si la fisura está activa y en 
azul si se encuentra en descarga elástica. 
  
Figura 5.4: Evolución de la tendencia de fisuración en términos de la energía de fractura consumida 
durante proceso de fractura (factor de escala 3). A la izquierda el Punto 1 y a la derecha el Punto 2 
señalados en la figura 5.2 izquierda. 
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Figura 5.5: A la izquierda: Evolución de la tendencia de fisuración en términos de la energía de fractura 
consumida durante proceso de fractura (factor de escala 1) de los puntos 3, 4 y 5 de arriba abajo 
respectivamente. A la derecha: configuración deformada (factor de escala 100) de los puntos 3, 4 y 5 
señalados en la figura 5.2 izquierda, de arriba a abajo. 
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La figura 5.4 izquierda corresponde al punto 1, final de la primera etapa, una vez que se 
alcanza la carga máxima de tracción en la dirección x. Se puede observar que durante 
esta etapa, en la cual solo se aplica un valor de ΔεXX de tracción uniaxial (ΔεXY  = -0,2 
correspondiente al valor del coeficiente de Poisson del material), la fisuración tiene una 
orientación vertical, paralela a la cara traccionada, en la dirección normal a la tensión 
principal. Los siguientes gráficos corresponden a distintos momentos de la aplicación de 
la segunda etapa del ensayo. En el punto 2 (figura 5.4 derecha) se ve como las fisuras 
empiezan a inclinarse en sentido anti horario.  
En la figura 5.5 izquierda se muestra el estado de fisuración en los puntos 3, 4 y 5. Se 
observa como en el punto 3 empiezan a localizarse dos fisuras diagonales que cruzan el 
marco interno. Por otro lado, otras fracturas de orientación más vertical han dejado de 
abrirse y se encuentran en descarga elástica (en color azul). En el punto 4 las fracturas 
ya localizadas empiezan a crecer y se extienden hacia el marco exterior, sin llegar a él 
debido a las restricciones impuestas en el borde exterior (ver en zona superior izquierda 
de la malla el cambio de dirección a una posición horizontal para poder seguir 
creciendo). Por último, en el punto 5 se observa que las dos principales fisuras han 
alcanzado su máxima longitud aunque han continuado abriéndose. Se puede apreciar en 
estas figuras el efecto de puenteo de estas dos fisuras en la zona central de la malla. Para 
una mejor visualización, en la figura 5.4 se ha utilizado un factor de escala de 3 
mientras que en la figura 5.5 izquierda el factor de escala ha sido de 1, siendo menor ya 
que el valor de la energía disipada es bastante mayor. 
Se puede apreciar que en la segunda etapa, en la que se aplican tensiones de tracción y 
corte simultáneamente, la orientación de la fisuración va cambiando tendiendo 
progresivamente a una posición más inclinada, como resultado de la rotación de las 
tensiones y las deformaciones principales (siguiendo una tendencia similar al del ángulo 
de rotación de la deformación principal). Se ha observado, al igual que los resultados de 
Rots (1988), que las fisuras rotan hasta tener una orientación de aproximadamente 45º 
respecto al plano horizontal.  
En la figura 5.5 derecha se muestran las configuraciones deformadas de los puntos 3, 4 
y 5 (en fondo rojo se representa la malla original como referencia). Se observa que los 
bordes de la malla lógicamente se deforman de manera similar a la mostrada en la figura 
4.1 del capítulo anterior, dada la imposición de desplazamientos necesarios para 
materializar el Test de Willam. Se puede apreciar que unas aperturas de fisura similares 
en las distintas orientaciones en el punto 3, da paso luego en los puntos 4 y 5 a una 
localización de las dos fisuras centrales más inclinadas que se extienden hacia los 
bordes y crecen en su apertura, mientras que las restantes permanecen con casi igual 
extensión y aperturas. Estas últimas corresponden a las fisuras que han entrado en 
descarga elástica (en color azul en las figuras de la izquierda), que de acuerdo al tipo de 
formulación elasto-plástica de la junta, la descarga se produce siguiendo la rama elástica 
(muy vertical dado el alto valor de rigidez) y por lo tanto manteniendo casi su apertura 
alcanzada. Este efecto no resulta realista ya que las juntas abiertas en modo I de fractura 
tenderían a cerrarse en la descarga y este efecto tendría influencia en las tensiones del 
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medio continuo y de alguna manera también en las curvas tensión-deformación 
obtenidas en los marcos de control. Si bien estas fisuras no se han abierto demasiado 
hasta el momento de su descarga y comienzo de la localización de las fisuras 
principales, conocer su real incidencia requeriría una mejora de la formulación de la ley 
de junta que permitiera la descarga secante y por lo tanto el cierre de estas juntas. Con 
respecto a las fisuras principales inclinadas, en los gráficos de deformadas se observa 
con claridad el puenteo entre las mismas en la zona central de la malla. En comparación 
con la figura 5.3 que muestra la evolución del ángulo de la dirección de la mayor 
tensión principal, se aprecia que a partir de la formación de la fisuración principal 
inclinada (entre puntos 3 y 4), en que se produce el crecimiento del daño y la apertura 
en la configuración final, la evolución de la rotación de las tensiones principales se 
atenúa considerablemente. 
Como ya se ha comentado, al haber impuesto condiciones de desplazamientos 
impuestos en los bordes exteriores de la malla a fin de materializar el Test de Willam, la 
fisuración no puede extenderse hasta estos bordes condicionando de alguna manera los 
resultados de las tensiones obtenidas (figura 5.2). Por ello se ha generado el marco 
interno de juntas de comportamiento elástico para contar con otro perímetro de control 
que no presente la restricción comentada para la extensión de la fisuración. 
En las figuras 5.6 a 5.8 se presentan los resultados obtenidos considerando el marco 
interior como perímetro de control, a partir de los valores de las correspondientes 
tensiones en los elementos junta incorporados en este marco. La deformación en la 
dirección horizontal en estos gráficos corresponde a la impuesta en el marco exterior.  
En la figura 5.6 se muestran las curvas de evolución de las tensiones normales en la 
dirección x y en la dirección y, y de las tensiones tangenciales, obtenidas en los bordes 
inferior e izquierdo en la figura de la izquierda mientras que en la figura derecha se 
muestran los bordes derecho y superior del marco interno. Se puede apreciar, como era 
de esperar, que las tensiones evolucionan de una manera parecida a las del marco 
externo. En el final de la primera fase de carga el pico máximo se produce para unos 
valores similares en ambos gráficos (σxx = 2.32501 MPa y una xx = 0,000130067). Se 
observa que los valores máximos de la tensión normal son inferiores a los del marco 
exterior. Las tensiones tangenciales también adoptan una evolución semejante a las del 
marco externo, si bien en la gráfica de la derecha se puede apreciar que las tensiones 
tangenciales de la cara derecha y la superior siguen creciendo al final del ensayo. Esto 
podría deberse a la influencia de la localización de las dos fisuras centrales. 
En la figura 5.7 se presenta la evolución de las tensiones normales en las direcciones x e 
y, y de las tensiones principales σ1 y σ2, obtenidas en las caras inferior-izquierda en el 
gráfico de la izquierda, y superior-derecha del marco interior en el gráfico de la derecha. 
Se puede apreciar en estos gráficos que la tendencia de evolución de ambas tensiones 
principales  resulta similar a la del marco exterior. Durante la primera fase σxx = σ1 y en 
la segunda fase aparece σ2 que empieza evolucionando de una manera similar a σyy pero 
a partir del punto de cruce de las tensiones normales según x e y, se produce el cambio 
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en el que σ1 tiende a σyy y σ2 a σxx. A diferencia del caso del marco exterior, se observa 
que en el marco interior las curvas de reblandecimiento de σxx y σ2 caen de una manera 
más acentuada y pasan a compresión en la parte final del gráfico, de forma más drástica 
en el control superior-derecho del marco interior. 
En la figura 5.8 se muestra la evolución del ángulo de la dirección de la mayor tensión 
principal θ en las caras superior-derecha e inferior-izquierda, con respecto al eje x. Se 
puede apreciar que ambas curvas evolucionan de manera muy similar entre ellas y en 
comparación con la del caso del marco exterior de la figura 5.3. 
  
Figura 5.6: Evolución de las tensiones normales y de corte .vs. deformación en la dirección x, a la 
izquierda considerando las caras izquierda e inferior del marco interior y a la derecha las caras derecha 
y superior del marco interior. 
  
Figura 5.7: Evolución de las tensiones normales y de las tensiones principales .vs. deformación en la 
dirección x, a la izquierda considerando las caras izquierda e inferior del marco interior y a la derecha 
las caras derecha y superior del marco interior. 
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Figura 5.8: Variación del ángulo de la dirección de la mayor tensión principal .vs. deformación en la 
dirección x, para el marco interior. 
En las figuras 5.9 y 5.10 se presenta la evolución de las tensiones principales σ1 y σ2 de 
los elementos de medio continuo ubicados en la zona interior y alrededor del marco 
interno, en los 5 puntos señalados en la figura 5.2 izquierda. En las figuras de la 
izquierda se presenta la tensión principal σ1 y en la derecha σ2, en una representación 
vectorial en la que el color rojo indica tracciones y el color azul compresiones. La 
orientación del vector muestra la dirección de la tensión principal en ese punto y el 
módulo su valor. Cabe recordar que las tensiones principales σ1 a σ3 se definen de 
mayor a menor en correspondencia con su signo, de modo que por ejemplo σ1 
representa el valor mayor de tracción o en su caso el mínimo de compresión. 
En la figura del punto 1 se aprecia que las tensiones principales σ1 son horizontales y 
que σ2 son prácticamente nulas como era de esperar, ya que únicamente existe una 
tracción uniaxial horizontal. A partir de entonces las tensiones principales van rotando 
hasta que σ1 alcanza un ángulo aproximado de 70 grados, como se ha indicado en las 
figuras 5.3 y 5.8. También se puede observar que σ1 siempre se mantienen en tracción. 
Por su parte, para la tensión principal σ2, representada en las figuras de la derecha, a 
partir del punto 2 comienzan a crecer su valores todos en tracción al principio, pero se 
observa cómo a partir del punto 3 comienzan a aparecer compresiones (color azul) que 
se van acentuando a medida que avanza el proceso como se aprecia en los puntos 4 y 5, 
que se ubican sobre todo en la zona en que se va formando y acentuando la fisuración 
inclinada principal (ver puntos 3, 4 y 5 de la figura 5.5). El comportamiento observado 
en estos gráficos guarda concordancia con los resultados de la figura 5.7 en la que se 
muestra la evolución de las tensiones normales en las direcciones x e y, y de las 
tensiones principales, obtenidas en las caras del marco interior. En esta última figura se 
ve que σ1 es positiva en todo momento y que σ2 (también σxx) cambia de signo y pasa a 
compresión en la zona final del cálculo (de forma más acentuada en el control de caras 
superior-derecha), debido a la creciente incidencia de las compresiones generadas en los 
elementos continuos cercanos a la fisuración principal. 
0 
10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
0 0,0001 0,0002 0,0003 0,0004 
Ángulo) 
εXX 
θ_izq_e_inf 
θ_der_y_sup 
Análisis numérico mesomecánico del hormigón bajo cargas que 
producen cambios de dirección de la fisuración 
 
53 
 
  
  
  
Figura 5.9: Evolución de las tensiones principales en la zona del marco interno. A la izquierda σ1 y a la 
derecha σ2 (factor de escala 0.02) de los puntos 1,2 y 3 de arriba hacia abajo. 
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Figura 5.10: Evolución de las tensiones principales en la zona del marco interno. A la izquierda σ1 y a la 
derecha σ2 (factor de escala 0.02) de los puntos 4 y 5 de arriba hacia abajo. 
En la figura 5.11 izquierda se muestra una comparación entre las tensiones normales en 
la dirección x y en la dirección y, y de las tensiones tangenciales, obtenidas con el 
control de los bordes izquierdo e inferior del marco exterior con los mismos bordes del 
marco interior. Como se ha comentado, la tendencia de la evolución de estas tensiones 
resulta similar en ambos casos, si bien los valores obtenidos para el marco interior son 
inferiores en magnitud. En el pico de máxima tensión normal σxx (punto 1) la diferencia 
es del 23.71%. 
En la figura 5.11 derecha se realiza una comparación de la evolución del ángulo de la 
dirección de la mayor tensión principal θ en las caras izquierda-inferior de los marcos 
exterior e interior (también se muestra como referencia la evolución del ángulo φ de la 
mayor dirección principal de deformación). En cuanto al ángulo θ se observa que el 
comportamiento es similar y los valores son muy parecidos. El cambio de pendiente 
debido a la disminución del ritmo de rotación por la localización también ocurre para el 
mismo instante. 
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Figura 5.11: A la izquierda: Comparación de la evolución de las tensiones normales y de corte .vs. 
deformación en la dirección x, para las placas izquierda e inferior del marco exterior e interior. A la 
derecha: Comparación de la variación del ángulo de la dirección de la mayor tensión principal .vs. 
deformación en la dirección x, para las placas izquierda e inferior del marco exterior e interior. 
5.3 Análisis del Caso 2 
En este nuevo caso se presentarán las mismas gráficas que en el caso 1 para obtener 
resultados comparables. Este ensayo se diferencia del caso 1 en la dirección de cargas, 
como ya se ha comentado en el capítulo 4. Si en el caso 1 se habían tomado como 
referencia los bordes derecho y superior del marco de referencia exterior, para facilitar 
dicha comparación, en el caso 2 se han escogido como referencia las caras izquierda y 
superior, dadas las condiciones iniciales del Test. 
En la figura 5.12 izquierda se muestran las curvas de evolución de las tensiones 
normales en la dirección x y en la dirección y, y de las tensiones tangenciales del marco 
externo en las caras izquierda y superior. Durante la primera fase del ensayo únicamente 
existe tensión normal en el eje x puesto que hemos aplicado la tracción uniaxial en esta 
dirección. El pico se alcanza para una tensión normal σxx = 3.04781 MPa y una 
deformación xx = 0.000135067. 
Al entrar en la segunda fase la tensión normal σxx empieza a decrecer y aparece la 
tensión normal σyy y las tensiones tangenciales τxy y τyx. Como se ha impuesto una 
tracción biaxial y una carga de corte de sentido contrario al del caso 1, las tensiones 
tangenciales tendrán signo negativo, aunque su comportamiento es parecido al del caso 
1, esto es, van aumentando su valor en un primer momento hasta que se estabilizan y 
empiezan a disminuir progresivamente 
En la figura 5.12 derecha se muestra la evolución de las tensiones normales en las 
direcciones x e y, y de las tensiones principales σ1 y σ2 del marco exterior. Durante la 
primera fase se cumple que σ1 = σxx ya que únicamente existe σ1. En la segunda fase 
aparece σ2 debido a la existencia de σyy y de las tensiones tangenciales τxy y τyx. La 
evolución de estas curvas es similar a la del caso 1 y pueden por lo tanto aplicarse las 
consideraciones hechas en dicho caso. 
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En la figura 5.13 se representa la evolución del ángulo de la dirección de la mayor 
tensión principal con respecto al eje x, junto con la correspondiente a la de la mayor 
dirección principal de deformación. Puede apreciarse la similitud de comportamiento de 
esta figura con la correspondiente del caso 1 (figura 5.3).  
  
Figura 5.12: Izquierda: Evolución de las tensiones normales y de corte .vs. deformación en la dirección 
x, para el marco exterior. Derecha: Evolución de las tensiones normales y de las tensiones principales 
.vs. deformación en la dirección x, para el marco exterior (control en bordes izquierdo y superior). 
 
 
Figura 5.13: Variación del ángulo de la dirección de la mayor tensión principal y de la mayor 
deformación principal .vs. deformación en la dirección x, para el marco exterior (control en bordes 
izquierdo y superior). 
Para apreciar la evolución y el desarrollo de la fisuración en la muestra de hormigón, en 
las figuras 5.14 y 5.15 se presentan gráficas de la tendencia de fisuración en términos de 
la energía disipada durante el proceso de fractura y de la configuración deformada de la 
malla en cinco puntos similares a los del caso 1 señalados en la figura 5.2 izquierda. 
En las figuras 5.14 y 5.15 izquierda se muestra la evolución de la tendencia de 
fisuración en términos de la energía disipada durante el proceso de fractura, 
representada por el espesor de línea en cada punto de las juntas, en color rojo si la fisura 
está activa y en azul si se encuentra en descarga elástica. 
Como se puede observar en la figura 5.14 izquierda, en el punto 1 se han abierto fisuras 
verticales debido a la carga de tracción horizontal. Seguidamente empieza la segunda 
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fase y en el punto 2 (figura 5.14 derecha) se aprecia el comienzo de un giro de la 
fisuración, en este caso en sentido horario. Se observa en esta figura, que empieza a 
formarse una fisura diagonal ubicada en el centro de la muestra, mientras que otras 
fisuras más verticales entran en descarga elástica (en color azul). 
En el punto 3 (figura 5.15 izquierda) esa fisura central ya ha localizado y continúa 
abriéndose. Se ha disminuido la escala en dicha figura para una mejor visualización. En 
los puntos 4 y 5 la fisura localizada continúa su evolución, con la tendencia señalada en 
el caso anterior de tomar caminos paralelos a los bordes exteriores superior e inferior, 
debido a las condiciones de contorno impuestas en el borde externo. Esto genera que en 
la etapa final del cálculo se vayan abriendo otras fisuras secundarias de menor 
magnitud. 
En la parte derecha de la figura 5.15 se muestran las configuraciones deformadas en los 
puntos 3, 4 y 5. En este segundo caso la tendencia de la fisuración principal muestra una 
inclinación más vertical que en el caso anterior, si bien las características generales 
señaladas en el apartado anterior para el caso 1 también se observan en el caso 2. 
 
  
Figura 5.14: Evolución de la tendencia de fisuración en términos de la energía consumida durante 
proceso de fractura (factor de escala 3). A la izquierda el Punto 1 y a la derecha el Punto 2. 
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Figura 5.15: A la izquierda: Evolución de la tendencia de fisuración en términos de la energía 
consumida durante proceso de fractura (factor de escala 1) de los puntos 3, 4 y 5 de arriba abajo 
respectivamente. A la derecha: Configuración deformada (factor de escala 100) de los puntos 3, 4 y 5 de 
arriba abajo, respectivamente. 
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En las figuras 5.16 a 5.18 se presentan los resultados obtenidos considerando el marco 
interior como perímetro de control, a partir de los valores de las correspondientes 
tensiones en los elementos junta incorporados en este marco. La deformación en la 
dirección horizontal en estos gráficos corresponde a la impuesta en el marco exterior.  
En la figura 5.16 se muestran las curvas de evolución de las tensiones normales en la 
dirección x y en la dirección y, y de las tensiones tangenciales, obtenidas en los bordes 
superior e izquierdo en la figura de la izquierda mientras que en la figura derecha se 
muestran los bordes derecho e inferior del marco interno. Según se puede observar, la 
evolución de dichas tensiones concuerda cualitativamente con las del marco exterior 
pero, tal y como pasaba en el caso 1, los valores son más bajos. Así por ejemplo 
tenemos que en el punto 1, momento de cambio de la fase 1 a la fase 2 y que coincide 
con el pico, se obtiene una tensión normal máxima de σxx = 2.24482 MPa. La tensión 
normal σyy aparece en el cambio de fase y aumenta rápidamente en un primer momento 
hasta que se produce la localización y se alcanza su valor máximo. A partir de entonces 
empieza a disminuir lentamente con una pendiente suave bastante constante. En cuanto 
a las tensiones tangenciales, de signo negativo como era de esperar, siguen una 
evolución semejante a la del marco exterior pero también con menores valores. 
En la figura 5.17 se presenta la evolución de las tensiones normales en las direcciones x 
e y, y de las tensiones principales σ1 y σ2, obtenidas en las caras superior-izquierda en el 
gráfico de la izquierda, e inferior-derecha del marco interior en el gráfico de la derecha. 
Se puede apreciar en estos gráficos que el comportamiento que siguen las tensiones 
principales es el ya explicado para el caso 1, si bien, en el caso 2 se observa como las 
tensiones principales no tienen una tendencia tan marcada de acercamiento a las 
tensiones normales en el final del ensayo debido a que las tensiones tangenciales son 
bastante altas en el momento final. A diferencia del caso del marco exterior, se aprecia 
que en el marco interior las curvas de reblandecimiento de σxx y σ2 caen de una manera 
más acentuada y pasan a compresión en la parte final del gráfico. 
En la figura 5.18 se muestra la evolución del ángulo de la dirección de la mayor tensión 
principal θ en las caras superior-izquierda e inferior-derecha, con respecto al eje x. Se 
puede apreciar que la evolución de ambas curvas es semejante excepto en la parte final 
donde el ángulo θ de las caras derecha e inferior se atenúa con anterioridad. La 
evolución es similar a la del caso del marco exterior  y a las correspondientes del caso 1. 
En las figuras 5.19 y 5.20 se presenta la evolución de las tensiones principales σ1 y σ2 de 
los elementos de medio continuo ubicados en la zona interior y alrededor del marco 
interno, en los 5 puntos ya indicados. En las figuras de la izquierda se presenta la 
tensión principal σ1 y en la derecha σ2, en una representación vectorial en la que el color 
rojo indica tracciones y el color azul compresiones.  
 
Análisis numérico mesomecánico del hormigón bajo cargas que 
producen cambios de dirección de la fisuración 
 
60 
 
  
Figura 5.16: Evolución de las tensiones normales y de corte .vs. deformación en la dirección x, a la 
izquierda considerando las caras izquierda y superior del marco interior y a la derecha las caras 
derecha e inferior del marco interior. 
 
  
Figura 5.17: Evolución de las tensiones normales y de las tensiones principales .vs. deformación en la 
dirección x, a la izquierda considerando las caras izquierda y superior del marco interior y a la derecha 
las caras derecha e inferior del marco interior. 
 
 
Figura 5.18: Variación del ángulo de la dirección de la mayor tensión principal .vs. deformación en la 
dirección x, para el marco interior. 
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Figura 5.19: Evolución de las tensiones principales en el marco interno. A la izquierda σ1 y a la derecha 
σ2 (factor de escala 0.02) de los puntos 1,2 y 3 de arriba hacia abajo. 
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Figura 5.20: Evolución de las tensiones principales en el marco interno. A la izquierda σ1 y a la derecha 
σ2 (factor de escala 0.02) de los puntos 4 y 5 de arriba hacia abajo. 
σ1 comienza en el punto 1 con dirección x debido a la dirección de cargas impuestas. En 
los siguientes puntos dicha tensión principal sufre una rotación, contraria a la del caso 1, 
hasta alcanzar una inclinación de aproximadamente unos 70 grados, como se refleja en 
la gráfica del ángulo θ mostrada con anterioridad. Se puede observar que σ1 siempre se 
mantiene en tracción. Por su parte, para la tensión principal σ2, representada en las 
figuras de la derecha, a partir del punto 2 comienzan a crecer su valores todos en 
tracción al principio, pero se observa cómo a partir del punto 3 comienzan a aparecer 
compresiones (color azul) que se van acentuando a medida que avanza el proceso, que 
se ubican sobre todo en la zona en que se va formando y acentuando la fisuración 
inclinada principal. El comportamiento observado en estos gráficos guarda 
concordancia con los resultados de la figura 5.17 en la que se muestra la evolución de 
las tensiones normales en las direcciones x e y, y de las tensiones principales, en línea 
similar a lo comentado en las figuras homólogas del caso 1. 
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5.4 Análisis del Caso 3 
En la figura 5.21 izquierda se muestra la evolución de las tensiones normales y 
tangenciales del caso 3 respecto a las deformaciones en dirección y en las caras derecha 
y superior del marco externo, ya que es la dirección de carga en la primera fase de este 
nuevo caso. Por consiguiente, las tensiones normales se darán para la dirección y, al 
contrario que en los anteriores casos, si bien, el comportamiento será bastante similar, 
como se podrá observar en las figuras de este nuevo caso. La tensión normal σyy 
aumenta con una pendiente relativamente constante hasta alcanzar el pico, momento 
para el cual se produce el cambio a la fase 2 del Test y empieza el reblandecimiento de 
σyy. Se observa que los valores máximos son del mismo orden que los obtenidos en los 
anteriores casos. La tensión normal en dirección x, σxx, es nula en la primera fase y 
empieza a aumentar al inicio de la segunda fase debido a la carga biaxial aplicada. Ésta 
empieza a aumentar hasta llegar a su valor máximo y empieza a decrecer más 
lentamente. En cuanto a las tensiones tangenciales se observa que también aparecen en 
la segunda fase debido a la carga de corte aplicada y aumentan en un principio a gran 
ritmo hasta que se estabilizan. En la figura de la derecha se añaden las tensiones 
principales y se observa que siguen el comportamiento descrito en apartados anteriores, 
si bien, al final del ensayo σ1 se mantiene más distante de σxx, así como σ2 de σyy, 
debido a que en este caso las tensiones tangenciales residuales tienen valores más altos. 
En la figura 5.22 se representa la evolución de los ángulos de la dirección de la mayor 
tensión y deformación principales θ y φ que lógicamente son nulos para la primera fase. 
Puede apreciarse la similitud de comportamiento de esta figura con las correspondientes 
de los casos anteriores, si bien en el caso 3 se observa un valor máximo inferior 
(alrededor de 60º), seguido de un leve descenso de su valor.  
En las figuras 5.23 y 5.24 se presentan gráficas de la tendencia de fisuración en 
términos de la energía disipada durante el proceso de fractura y de la configuración 
deformada de la malla en cinco puntos similares a los del caso 1 señalados en la figura 
5.2 izquierda. En la figura 5.23 izquierda se representa el estado del punto 1, cuando 
sólo existe carga en dirección vertical y, como era de esperar, las fisuras aparecen en 
dirección horizontal. En la figura 5.23 derecha se comienza a apreciar la formación de 
fisuras algo inclinadas en sentido horario, sobre todo más acentuadas en la parte 
superior de la muestra. En la figura 5.24 izquierda vemos como esta fisura va 
aumentando sucesivamente, es decir, localiza, y se junta con otra fisura de la zona 
inferior de una dirección más vertical, formando una fisura principal mayor. Sin 
embargo, esta fisura, a diferencia de los casos anteriores (ver caso 1), no presenta una 
tendencia claramente diagonal a través de la muestra, sino que lo hace en forma de 
quiebre de dos tendencias, una más horizontal en la parte superior junto con una 
tendencia más vertical en la zona inferior. En el anejo 1 se presentan los resultados de 
este caso 3 homogéneo considerando las mismas propiedades tanto de los elementos 
finitos continuos como los de junta (ver parámetros adoptados en el capítulo 4), para ver 
de qué manera este aspecto incide en los resultados.   
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En la parte derecha de la figura 5.24 se puede observar que la deformada va tomando la 
forma esperada teniendo en cuenta la configuración de la fisuración. 
  
Figura 5.21: Izquierda: Evolución de las tensiones normales y de corte .vs. deformación en la dirección 
y, para el marco exterior. Derecha: Evolución de las tensiones normales y de las tensiones principales 
.vs. deformación en la dirección y, para el marco exterior (control en bordes derecho y superior). 
 
Figura 5.22: Variación del ángulo de la dirección de la mayor tensión principal y de la mayor 
deformación principal .vs. deformación en la dirección y, para el marco exterior (control en bordes 
derecho y superior). 
 
  
Figura 5.23: Evolución de la tendencia de fisuración en términos de la energía consumida durante el 
proceso de fractura (factor de escala 3). A la izquierda el Punto 1 y a la derecha el Punto 2. 
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Figura 5.24: A la izquierda: Evolución de la tendencia de fisuración en términos de la energía 
consumida durante el proceso de fractura (factor de escala 1) de los puntos 3, 4 y 5 de arriba abajo 
respectivamente. A la derecha: Configuración deformada (factor de escala 100) de los puntos 3, 4 y 5 de 
arriba hacia abajo respectivamente. 
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En las figuras 5.25 a 5.27 se presentan los resultados obtenidos considerando el marco 
interior como perímetro de control, a partir de los valores de las correspondientes 
tensiones en los elementos junta incorporados en este marco. La deformación en la 
dirección vertical en estos gráficos corresponde a la impuesta en el marco exterior.  
En la figura 5.25 se representan las curvas de evolución de las tensiones normales en la 
dirección x y en la dirección y, y de las tensiones tangenciales, obtenidas en los bordes 
inferior e izquierdo en la figura de la izquierda mientras que en la figura derecha se 
muestran los bordes derecho y superior del marco interno. Como se puede ver, siguen 
dichas tensiones la misma evolución descrita en el marco externo pero con valores 
menores. En la figura de la derecha se observa que las tensiones tangenciales en este 
marco de control crecen permanentemente siguiendo una tendencia similar a la 
observada en este mismo marco de control en el caso 1. 
En la figura 5.26 se presenta la evolución de las tensiones normales en las direcciones x 
e y, y de las tensiones principales σ1 y σ2, obtenidas en las caras inferior-izquierda en el 
gráfico de la izquierda, y superior-derecha del marco interior en el gráfico de la derecha. 
En la figura 5.26 izquierda se aprecia que las tensiones principales se aproximan 
bastante a las normales, dado el reducido valor en este caso de las tensiones 
tangenciales (figura 5.25 izquierda). Se observa con claridad la evolución de la tensión 
principal σ1 que en un primer momento es igual o similar a σyy hasta el punto de cruce 
de las curvas de σyy y σxx a partir del cual σ1 sigue la tendencia de σxx. Lo mismo ocurre 
para la tensión principal σ2 pero con las tensiones normales cambiadas. Por el contrario, 
en la figura de la derecha las tensiones principales se apartan más de las tensiones 
normales debido a los altos valores más elevados de las tensiones tangenciales. Además, 
se observa como σ2 y σyy cambian de signo y pasan a valores de compresión. 
En la figura 5.27 se muestra la evolución del ángulo de la dirección de la mayor tensión 
principal θ en las caras inferior-izquierda y superior-derecha, con respecto al eje y. El 
primero tiene un ritmo menor en un primer momento pero alcanza una mayor rotación 
ya que se estabiliza para unos 80 grados aproximadamente, mientras que el segundo, 
tiene un ritmo mayor pero tiende a un valor máximo inferior de unos 60 grados. 
En las figuras 5.28 y 5.29 se presenta la evolución de las tensiones principales σ1 y σ2 de 
los elementos de medio continuo ubicados en la zona interior y alrededor del marco 
interno, en los 5 puntos ya indicados. Como era de esperar, en el primer punto σ1 tiene 
dirección vertical debido a que en este caso 3 las cargas se aplican en dirección y en esta 
primera fase. Durante los siguientes puntos σ1 cambia su orientación hasta alcanzar 
unos 60 grados en las caras derecha y superior, y unos 80 grados en las caras izquierda e 
inferior como se ha podido ver en la figura 5.27. Además, en todo momento σ1 está en 
tracción. Por su parte, para la tensión principal σ2, a partir del punto 3 comienzan a 
aparecer compresiones (color azul) que se van acentuando a medida que avanza el 
proceso, que se ubican sobre todo en la esquina superior-izquierda del marco interno 
donde se encuentra la fisuración principal que en esa zona cruza dicho marco interno.  
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Figura 5.25: Evolución de las tensiones normales y de corte .vs. deformación en la dirección y, a la 
izquierda considerando las caras izquierda e inferior del marco interior y a la derecha las caras derecha 
y superior del marco interior. 
 
  
Figura 5.26: Evolución de las tensiones normales y de las tensiones principales .vs. deformación en la 
dirección y, a la izquierda considerando las caras izquierda e inferior del marco interior y a la derecha 
las caras derecha y superior del marco interior. 
 
 
Figura 5.27: Variación del ángulo de la dirección de la mayor tensión principal .vs. deformación en la 
dirección y, para el marco interior. 
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Figura 5.28: Evolución de las tensiones principales en el marco interno. A la izquierda σ1 y a la derecha 
σ2 (factor de escala 0.02) de los puntos 1,2 y 3 de arriba hacia abajo. 
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Figura 5.29: Evolución de las tensiones principales en el marco interno. A la izquierda σ1 y a la derecha 
σ2 (factor de escala 0.02) de los puntos 4 y 5 de arriba hacia abajo. 
 
5.5 Comparación de resultados 
5.5.1 Comparación de caso 1 y caso 2 
En la figura 5.30 se compara la evolución de las curvas de las tensiones normales y 
tangenciales en el borde exterior de ambos casos. Cabe decir que se ha cambiado el 
signo de las tensiones tangenciales del caso 2 para poder compararlas con las del caso 1. 
En cuanto a la tensión normal σxx se observa una concordancia casi exacta en cuanto a 
su forma y valores entre los dos casos. Durante la primera fase los valores coinciden 
exactamente. Esto es debido al hecho de haber aplicado una tracción uniaxial, mediante 
la aplicación de deformaciones impuestas en la cara vertical derecha (caso 1) o 
izquierda (caso 2) en sentido horizontal, que generan las mismas fisuras verticales, 
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como podemos ver en las figuras 5.4 y 5.14. Una vez empieza la segunda fase, si bien 
las deformaciones de corte tienen signo distinto, las curvas siguen muy similares.  
Mayores diferencias se aprecian en la tensión normal σyy sobre todo en la zona de 
softening: el caso 1 tiene menor valor máximo y empieza a decrecer con anterioridad 
con mayor pendiente. Por otro lado, las tensiones tangenciales del caso 1 presentan una 
curva de suave reblandecimiento, mientras que las del caso 2 prácticamente mantienen 
constantes su evolución una vez alcanzado su valor de pico. 
En la figura 5.31 se representan las tensiones principales de los casos 1 y 2. Se puede 
apreciar la tendencia similar de las tensiones principales que sólo se diferencian en la 
curva de reblandecimiento, sobre todo para la tensión principal σ1 debido a las 
diferencias de comportamiento de las curvas de σyy. 
En la figura 5.32 se puede observar la evolución de los ángulos θ y φ. Por un lado, y 
como se ha comentado ya, el ángulo φ (deformaciones principales) es igual para ambos 
casos ya que depende únicamente de las deformaciones y éstas son impuestas. Alguna 
diferencia se aprecia en el ángulo θ, si bien la tendencia general es muy similar. 
De manera análoga se han comparado los resultados obtenidos en el marco interior para 
los dos casos. En las siguientes figuras se representan los resultados del caso 1 en líneas 
continuas y las del caso 2 en líneas discontinuas. En la figura 5.33 se puede observar la 
semejanza de la evolución de las tensiones normales en cada caso, mientras que en las 
tensiones tangenciales las diferencias son mayores. En la figura 5.34 se observa similar 
comportamiento de las tensiones principales. Por último, en la comparación de los 
ángulos de la dirección de la mayor tensión principal, θ, figura 5.35, se puede observar 
cómo todos evolucionan de manera similar. 
En resumen, la malla muestra un similar comportamiento del Test de Willam cuando se 
cambia la dirección de las deformaciones de corte, reflejando la representatividad de la 
muestra simulada. En ambos casos se observa una gran concordancia en la evolución de 
las tensiones normales σxx y σyy, y en la evolución de las tensiones y las direcciones 
principales. Mayores diferencias se observan en las tensiones tangenciales, sobre todo 
en el marco interior de ambos casos, en el que se observan tendencias suaves de 
reblandecimiento en algún caso, con comportamientos crecientes en otros, estos últimos 
en los bordes afectados por tensiones σ2 de compresión en los elementos continuos 
cercanos a la zona de la fisuración principal en la misma dirección de dicha fisuración. 
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Figura 5.30: Comparación de la evolución de las tensiones normales y de corte .vs. deformación en la 
dirección x, para el marco exterior entre el caso 1(caras derecha y superior) y caso 2 (caras izquierda y 
superior). 
 
 
Figura 5.31: Comparación de la evolución de las tensiones principales .vs. deformación en la dirección 
x, para el marco exterior entre el caso 1(caras derecha y superior) y  caso 2 (caras izquierda y superior). 
 
 
Figura 5.32: Comparación de la variación del ángulo de la dirección de la mayor tensión principal y de 
la mayor deformación principal .vs. deformación en la dirección x, para el marco exterior entre el caso 
1(caras derecha y superior) y caso 2 (caras izquierda y superior). 
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Figura 5.33: Comparación de la evolución de las tensiones normales y de corte .vs. deformación en la 
dirección x, para el marco interior. Izquierda: caso 1 caras izquierda e inferior y caso 2 caras derecha e 
inferior. Derecha: caso 1 caras derecha y superior y caso 2 caras izquierda y superior. 
 
  
Figura 5.34: Comparación de la evolución de las tensiones normales y de las tensiones principales .vs. 
deformación en la dirección x, para el marco interior. Izquierda: caso 1 caras izquierda e inferior  y caso 
2 caras derecha e inferior. Derecha: caso 1 caras derecha y superior y caso 2 caras izquierda y superior. 
 
 
Figura 5.35: Comparación de la variación del ángulo de la dirección de la mayor tensión principal .vs. 
deformación en la dirección x, para el marco interior entre el caso 1 y caso 2. 
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5.5.2 Comparación con otros modelos 
A continuación se comparan los resultados obtenidos en esta tesina con resultados de 
otros dos modelos. No se pretende introducir en detalle las características de dichos 
modelos, sino sólo los aspectos necesarios para poder realizar un análisis comparativo. 
Modelo de Carol, Rizzi y Willam 
En Carol et al., 2001 “International Journal of Solids and Structures 38 (2001)” se 
presentó el trabajo de investigación “On the formulation of anisotropic elastic 
degradation. II. Generalized pseudo-Rankine model for tensile damage” de los autores 
Ignacio Carol, Egidio Rizzi y Kaspar Willam. En la primera parte (Carol et al., 2000), se 
habían discutido los aspectos teóricos de daño anisótropo basado en tensores de 
segundo orden y se había introducido el concepto de ratio pseudo-logarítmico de daño. 
En la segunda parte se desarrolla y verifica una formulación para tensores de daño 
anisótropo basado en estos conceptos y denominado “Modelo Pseudo-Rankine 
generalizado”. Además, el modelo se aplica al Test de Willam, y se obtienen resultados 
numéricos detallados donde se obtiene una respuesta anisótropa con características 
similares a las que se obtienen con modelos más complicados.  
Las ecuaciones fundamentales del modelo se desarrollan en cuatro pasos que son: 
selección de las variables fundamentales, definición de la superficie de carga, cálculo de 
los gradientes y reglas de daño y por último la formulación de las leyes de 
endurecimiento-reblandecimiento. 
Este método depende de cinco parámetros: dos módulos elásticos iniciales, E
0
 y υ0, y 
tres más. Uno de ellos, b, determina el grado de anisotropía del modelo, y los otros dos 
están relacionados con el diagrama de tensión-deformación del material. Cuando b = 0 
se tiene un caso isótropo y cuando b > 0 es anisótropo. Cuanto mayor sea b mayor 
anisotropía habrá y estará más cercano al Pseudo-Rankine puro. Para realizar la 
comparación se utilizarán los resultados obtenidos para la mayor b, que en dicho estudio 
es de valor 40. 
Los valores de los parámetros son de E
0
 = 10
4 MPa, υ = 0.2, σt = 100 MPa y gf = 0.015 
MPa (energía de fractura). 
Los resultados obtenidos con este modelo se representan a continuación. Nótese que 
como referencia en las gráficas se ha utilizado la deformación en el eje axial x, igual que 
se ha realizado en esta tesina. Los valores numéricos obtenidos serán diferentes, puesto 
que no se han utilizado los mismos parámetros ni los mismos valores iniciales en los 
ensayos, por lo cual la comparación se realiza de un modo cualitativo 
fundamentalmente. 
En la figura 5.36 se representan las tensiones normales, tangenciales y principales de 
cada caso. Se observa como la tensión normal en dirección x, σxx, tiene un 
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comportamiento similar, es decir, durante la primera fase aumenta con una pendiente 
regularmente constante hasta llegar al pico máximo. En este momento empieza el 
softening, que para Carol es más brusco (debido a la elección del valor de la energía de 
fractura) y para nuestro caso es más tenue. En cuanto a la tensión normal en dirección y, 
σyy, su comportamiento es también similar ya que aparece en la segunda fase del Test 
aumentando hasta su valor máximo (inferior al pico de la otra dirección) para caer 
posteriormente. Las tensiones tangenciales, σxy o τxy y τyx, sin embargo, sí que tienen 
comportamiento distinto ya que para el caso de Carol se produce un cambio de signo 
mientras que en nuestro caso no. Por último, las tensiones principales siguen la misma 
pauta en ambos casos como ya se ha descrito en el análisis de los resultados de esta 
tesina. Otra diferencia que se observa es que en el caso de Carol todas las tensiones 
tienden a cero al final del ensayo para una deformación de 0.004, mientras que en el 
caso de esta tesina para este valor de deformación aún no se ha llegado a esta situación, 
debido unos mayores valores de los parámetros de energía de fractura empleados, 
habituales para hormigón. Cabe añadir que Carol utiliza valores de cortante muy bajos 
porque es un modelo teórico, sin embargo, el hormigón tiene valores más altos de 
cortante. Es por eso que las tensiones principales se asemejan mucho a las normales en 
el caso de Carol. 
  
Figura 5.36: Evolución de las tensiones normales, de las tensiones principales y de las tensiones 
tangenciales .vs. deformación en la dirección x, a la izquierda del caso Carol y a la derecha del caso de 
esta tesina. 
En la figura 5.37 se muestra la evolución del ángulo de la deformación principal 
representado por θƐ en Carol (en esta tesina la nomenclatura utilizada para dicho ángulo 
es la de φ). Se puede ver como este ángulo tiende a 52.02º, tal y como se había 
comentado con anterioridad. 
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Figura 5.37: Variación del ángulo de la dirección de la mayor deformación principal .vs. deformación 
en la dirección x, a la izquierda del caso Carol y a la derecha del caso de esta tesina. 
La evolución del ángulo principal de las tensiones, representado por θσ, en la tesina por 
θ, se puede observar en la figura 5.38. Si bien la tendencia de evolución es similar, es 
decir, a partir del inicio de la segunda fase empieza un aumento importante de la 
rotación hasta que se estabiliza disminuyendo el ritmo, sin embargo, los valores difieren 
bastante ya que se alcanza un valor aproximadamente del doble en el caso de Carol 
(véase para el caso b = 40), debido a que el paso de las tensiones tangenciales a valores 
negativos implican una rotación superior a 90º de la dirección de σ1.  
En definitiva, dados los dos modelos representados se ha podido observar una clara 
similitud de comportamiento tensional lo que induce a pensar en la validez de los 
resultados. 
 
  
Figura 5.38: Variación del ángulo de la dirección de la mayor tensión principal .vs. deformación en la 
dirección x, a la izquierda del caso Carol y a la derecha del caso de esta tesina. 
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Modelo de Rots 
El segundo modelo a comparar proviene de la tesis “Computational modeling of 
concrete fracture” del autor Jan Gerrit Rots (Rots, 1988). Este modelo se ha 
implementado en el programa de elementos finitos DIANA. Como en los demás casos, 
se basa en un modelo constitutivo, conceptos de fractura y aspectos computacionales. 
Dado un complejo sistema matricial con distintos parámetros de fractura 
multidireccional se alcanza dicho modelo constitutivo, basado en un modelo de 
reblandecimiento elástico. Los valores de los parámetros utilizados son E = 10000 MPa, 
υ = 0.2, resistencia a tracción fct = 1 MPa, deformación última   
   = 0.0003 y energía de 
fractura Gf = 0.15 J/m
2
 sobre ancho de fisura de h = 1 mm.  
Los resultados se presentan en función de un ángulo umbral α intrínseco de este modelo, 
pero la comparación se realizará para un α = 0º que es el valor adecuado que se 
corresponde con el caso de esta tesina. Además, como se podrá observar en las gráficas, 
existen dos curvas de grado 0 que son producto de la implantación de otro parámetro, β, 
que depende de las tensiones y deformaciones principales. 
En la figura 5.39 se muestran las tensiones normales en dirección x para los casos de 
Rots y de esta tesina. Independientemente de los valores obtenidos que no coinciden 
debido a que los parámetros iniciales son de distinto valor, se observa como siguen un 
comportamiento similar. El softening también es semejante a diferencia de la parte final 
donde en el caso de esta tesina cambia de pendiente disminuyendo su ritmo. Por otro 
lado, en la figura 5.40 se representan las tensiones normales en dirección y respecto de 
la deformación en dirección y. Se observa como sigue una misma pauta para ambos 
casos (observar el caso α = 0º en Rots), esto es, en la primera fase son negativas, 
mientras la deformación tiene signo negativo debido al acortamiento por Poisson, y en 
la segunda fase incrementa su valor hasta alcanzar el máximo y empezar a decrecer más 
pausadamente. 
  
Figura 5.39: Evolución de las tensiones normales en dirección x .vs. deformación en la dirección x, a la 
izquierda del caso Rots y a la derecha del caso de esta tesina 
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Figura 5.40: Evolución de las tensiones normales en dirección y .vs. deformación en la dirección y, a la 
izquierda del caso Rots y a la derecha del caso de esta tesina 
En la figura 5.41 se compara el ángulo de las tensiones principales respecto la 
deformación de corte. Se puede observar que el ritmo de rotación es más lento para el 
caso de Rots, si bien, no se aprecia con seguridad a qué grado aproximado tiende ya que 
no se observa ninguna asíntota final en la gráfica. 
En conclusión, los resultados que se alcanzan en el caso de Rots en general son 
similares a los obtenidos en esta tesina. 
  
Figura 5.41: Variación del ángulo de la dirección de la mayor tensión principal .vs. deformación de 
corte, a la izquierda del caso Rots y a la derecha del caso de esta tesina. 
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6. CONCLUSIONES 
En este trabajo se ha empleado un modelo numérico mesoestructural en el que se 
representan explícitamente los principales componentes de la estructura interna del 
hormigón a un nivel de mesoescala y se incluyen a priori elementos junta sin espesor. 
Este modelo ha sido largamente contrastado durante años en la simulación numérica de 
diversos tipos de ensayos mecánicos 2D y 3D para distintas situaciones de carga, tales 
como tracción y compresión uniaxial, biaxial, ensayo brasileño, y también fenómenos 
acoplados como la retracción por secado, el ataque sulfático y las altas temperaturas. 
El principal objetivo de esta tesina ha sido el análisis del comportamiento del hormigón 
cuando éste se ve sometido a un estado de carga tal que produce una continua rotación 
de las direcciones principales de tensiones y deformaciones. Para ello se ha tomado 
como referencia el Test de Willam que corresponde a un test teórico propuesto hace ya 
tiempo para comparar modelos constitutivos anisótropos, si bien dadas sus 
características no existen resultados experimentales. 
Para generar la malla 2D utilizada en los cálculos se ha seguido un procedimiento 
aleatorio basado en la teoría de Voronoi/Delaunay, en el que la geometría se discretiza 
en elementos triangulares y se agregan elementos junta sin espesor entre elementos del 
medio continuo en direcciones predeterminadas que representan los caminos potenciales 
de fisuración. La malla resultante se analiza mediante el Método de los Elementos 
Finitos. Al medio continuo (elementos triangulares de matriz y áridos) se le asigna un 
comportamiento elástico lineal. La no linealidad viene dada por los elementos junta, 
cuya ley constitutiva no lineal está basada en la plasticidad y la Mecánica de Fractura, 
con reblandecimiento por trabajo disipado en procesos de fractura. 
Además, se ha creado un marco interno de elementos junta que permite obtener las 
tensiones normales y tangenciales que sirven de control en una zona donde la fisuración 
no se encuentra restringida como ocurre en los bordes externos.  
A continuación se presentan las principales conclusiones del trabajo cuyos diversos 
resultados se han presentado en el capítulo 5. 
En primer lugar se ha podido comprobar que los resultados obtenidos tomando como 
marco de control los bordes exteriores de la malla, siguen el comportamiento esperado 
en las dos fases de carga del Test de Willam. Esto es, en la primera fase en la que sólo 
existe una tracción uniaxial, la curva tensión-deformación correspondiente va en 
aumento hasta llegar al pico y no hay rotación de la tensión principal σ1, lógicamente. 
En cuanto a la fisuración, las primeras fisuras están distribuidas en la malla y presentan 
una orientación perpendicular a la dirección de carga inicial.  
Durante la segunda fase del ensayo se aplica una tracción biaxial y una deformación de 
corte que provoca el giro de las tensiones principales, como se refleja en los gráficos, y 
por tanto un giro en la dirección de la fisuración. Aparecen tensiones normales en la 
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dirección perpendicular a la inicial y tensiones tangenciales, y se produce 
posteriormente el softening de estas curvas. Además la fisuración, que va tomando 
inclinaciones que siguen el giro de la deformación principal, en un momento del ensayo 
presenta una clara localización siguiendo una tendencia principal, que muestra alguna 
ramificación y puenteo de las fisuras. 
Por otro lado, también se han obtenido gráficos de la evolución de las tensiones y del 
giro de las tensiones principales tomando como referencia de control el marco interior. 
Se ha observado que en este caso, la evolución de las tensiones sigue una tendencia 
similar a las obtenidas con el marco exterior, si bien se ha podido comprobar que la 
evolución y los valores de pico son inferiores en magnitud. La rotación de las tensiones 
principales también se asemeja en evolución y valor máximo en ambos marcos de 
control. 
Un comportamiento interesante se ha podido observar en la evolución de las tensiones 
principales σ1 y σ2 en ambos marcos de control y en los diferentes casos de análisis, que 
se comentan tomando como referencia el caso 1. Luego de la primera fase en la que 
únicamente existe σxx y por lo tanto σ1 = σxx y σ2 = 0, a partir del inicio de la segunda 
fase comienza a crecer σ2 con valores cercanos a σyy y en la medida que crecen también 
las tensiones de corte τxy y τyx las tensiones principales empiezan a distanciarse de σxx y 
σyy. Después del cruce de las tensiones normales, a partir del cual las tensiones en la 
dirección y superan a las de dirección x, la curva de σ1 comienza a aproximarse a la de 
σyy y a su vez la curva de σ2 se aproxima a la de σxx, tal como cabía esperar. También se 
aprecia en los distintos casos que este efecto se acentúa en la medida que las tensiones 
tangenciales son de menor valor y en los casos que presentan softening, en que al final 
de los diagramas claramente σ1 tiende a σyy y σ2 a σxx. En el comportamiento de σ1 se 
puede apreciar en los distintos casos de análisis, que luego del primer pico que coincide 
con los valores de la máxima tensión uniaxial de la primera etapa de carga, se produce 
un descenso de la curva seguido de un posterior segundo pico. Este comportamiento 
también se refleja en el modelo de Carol et al. (2001), si bien en este caso se produce 
después de una prolongada rama de softening debido al bajo valor de las tensiones de 
corte máximo respecto de las normales (10% de σ1 en Carol frente a alrededor del 50% 
en nuestros ejemplos). 
En las figuras en las que se representa la evolución de las tensiones principales en la 
zona interior del marco interno, se ha podido apreciar la tendencia de rotación en 
concordancia con lo reflejado en las curvas de evolución de dichos ángulos. También se 
ha observado que σ1 siempre se mantienen en tracción, mientras que σ2 que comienza en 
tracción, cambia de signo y pasa a compresión en la zona final del cálculo, debido a la 
creciente incidencia de las compresiones generadas en los elementos continuos cercanos 
a la fisuración principal. 
Se ha visto que existe una concordancia cualitativa y cuantitativa entre los resultados de 
los casos 1, 2 y 3, si bien se presentan algunas diferencias en la configuración de la 
fisuración principal localizada. Estas fisuras han tomado los distintos caminos marcados 
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por los elementos junta que se habían introducido a priori y al ser un material 
heterogéneo, estos caminos son diferentes en las distintas direcciones que se consideren. 
En cuanto a posibles trabajos futuros de investigación, el que surge de forma más clara 
es la modificación de la ley constitutiva de junta, de modo que la descarga que en este 
momento se produce siempre de forma elástica (con deformaciones plásticas 
remanentes), pueda propiciar el cierre de las fisuras que se abren sobre todo en modo I 
de fractura (tracción simple). Esto permitirá cuantificar el efecto distorsionador que 
generan las tensiones que no pueden relajarse al estar impedido el cierre de las fisuras 
que entran en descarga, si bien dado su magnitud y el momento en el que esta descarga 
se produce, se entiende que la influencia no sería importante. 
Por último, se concluye que se han obtenido importantes resultados del Test de Willam 
mediante un modelo numérico con una alta fiabilidad, que se agregan a la bibliografía 
ya existente, para interpretar un comportamiento complejo del hormigón que por sus 
características no permiten contar con resultados experimentales hasta el momento. 
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